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LAS CLASES NPO y PO

Un problema de optimizagn es una cadruplad = (I, sol, cost, obj)
donde:

1. [ « conjunto de instancias dé.

2. sol(z) < conjunto de soluciones factibles de una instancia
del.

3. cost es una fun@n tal que:
cost(y) € Z* «— costo o valor de la solugh y € sol(zx) para
cualquier instancia en I.

4. obj € {méx, min}.



LAS CLASES NPOy PO

La clase PO es el conjunto de todos los problemas de optiraizaci
en NPO que tienen un algoritmo de tiempo polinomial que lo re-
suelve.



EL PROBLEMA DEL AGENTE VIAJERO (MIN-AV)

INSTANCIA: Un conjuntoC = {cy, ¢, ..., ¢y} de ciudadesy
una distancial(c;, ¢;) € Z* para cada par de
ciudades;, c; € C.

SOLUCION: Untour de todas las ciudades éh esto es, un

ordenamientdc, (1), ¢x(2),- - -, Cr(m)) donden
es unapermutagnr : {1,...,m} —{1,...,m}.
COSTO: La longitud defour, esto es,

A(Cam)s Co(1) + oy d(Cati)s Caivn)):
OBJETIVO: Minimizar.



EL PROBLEMA DEL AGENTE VIAJEROM ETRICO (MIN-
AVM)

INSTANCIA: Un conjuntoC = {cy, ¢, ..., ¢y} de ciudadesy

una distancial(c;, ¢;) € Z* para cada par de
ciudades;, ¢; € C que satisface la desigualdad

triangular.
SOLUCION: Untour deC.
COSTO: La longitud defour.

OBJETIVO: Minimizar.
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Resolver un problema de optimizam A = (I, sol, cost, obj)
consiste en encontrar para cada I, una soludny € sol(x)
tal que

cost(y) = obj{cost(z): z € sol(x)}
= OPT



Problemas de decigin subyacentes

SiA = (I, sol, cost, obj) es un problema de optimizéci en NPO,
entonces su problema de deoissubyacente viene dado por:

INSTANCIA: z €1,k € Z.
PREGUNTA: ¢Existe € sol(z), tal quecost(y)
¢ EXxistey € sol(x), tal quecost(y)

k? (si obj = mn)

<
> k7? (si obj = nax)



Algunos resultados

= Si un problema de optimizaam pertenece a NPO, entonces el
problema de decign subyacente pertenece a NP.

= Si un problema de optimizam pertenece a PO entonces el
problema de decign subyacente pertenece a P.

= Si P # NP entonces cualquier problema de optiminacen
NPO cuyo problema subyacente es NP-completo no pertenece
a PO.

» Si P£ NP entonces?O # N PO.



CLASES DE APROXIMACI ON

Factor de aproximacion

SeaA = (I, sol, cost, obj) un problema en NPO. Dada una instan-
ciax € I y una posible soluény € sol(x), se define efactor de
aproximacon dey con respecto a como:

., [costly) OPT
Blz,y) = max{ OPT’ cost(y)}




Algoritmo r(n)-aproximado

SeaA = (I, sol, cost, obj) un problema en NPO y séa un al-
goritmo tal que, para toda instanciac I, retorna una soluén
factible T'(x) € sol(x). Dada una fundn arbitrariar : N — Q,
se dice quel’ es un algoritmor(n)-aproximado parad, si para
cualquier instancia, el factor de aproximaon de la solu®nT'(x)
con respecto a verifica la siguiente desigualdad:

R(z, T(x)) < r(|x]).



Clase APX
Sea A un problema en NPOA pertenece a la clase APX si es

e-aproximable para alguna constanate 1.

Si A es un problema de minimizabi entonces

~ cost(T'(x))
R(z, T(x)) = OPT <e€
y por lo tantocost(T(z)) < e OPT.
/—m(x, T(z))

opt(r) Eopf(r:l
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Si A es un problema de maximizéci entonces

R(z, T(x)) = cog(l;j(jx)) <e

y por lo tanto,: OPT < cost(T'(x)), cone > 1.

L opt(x opt ()



Esquema de aproximaadn

SeaA un problema en NPO. Un algoritmo T es un esquema de
aproximacbn paraA si, para toda instanciade A y para cualquier
racionale > 1, T(z, €) retorna una soludn posible de: cuyo factor

de aproximadn es a lo mase.



Clase PTAS

Un problemaA en NPO pertenece a la clase PTAS si admite un
esquema de aproximaci tiempo polinomial, esto es, un esquema
de aproximadn cuyo tiempo de complejidad es acotado @or|)
dondeq es un polinomio en el tanmia dez.

Ejemplo: 2%~V y(|z|) dondep es un polinomio,

‘x‘l/(e_l)_



Clase FPTAS

Un problemaA en NPO pertenece a la clase FPTAS si admite un
esquema de aproximaxi totalmente polinomial, esto es, un esque-
ma de aproxima(')in cuyo tiempo de complejidad es acotado por

(\ZE! ) dondeq es un polinomio tanto ejx| como enﬁ

‘ -

Ejemplo: p (|z|) dondep es un polinomio,
)’

‘ = —_
—_

Sl

(
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CICLO HAMILTONIANO (HC)

INSTANCIA : Un grafo G=(V, E)

PREGUNTA : ¢ Existe un ordenamienta, Vs, ..., Vv,) deV,
conn = |V|tal que{v;,v;.1} € Eparal <i<n
y{v,,v1} € E?. O



Teoremal. Si P=£ NP entonces existe un problema en NPO que no
es aproximable.

Demostracbn

= Se probad que:
SiP# NP ye > 1, no existe un algoritme-aproximado para
el problema del Agente Viajero (MIN-AV).

» SeaG = (V, F) una instancia de HC y sed& un algoritmo
e-aproximado tiempo polinomial para MIN-AV, para aly
e > 1y entero.

s Se transformd&;’ en una instancia del AV:

Seat’ = (V, E') el grafo completo con conjunto dénicesl
yE ={{u, v} :u,veVyu#uv}



= Se asigna un costo entero a cada aristd’en

e|V|+1 enotrocaso

(s, v)—{l si{u,v}eFE

= Se considera lainstancia del problema del Agente Vig@gtoc)
es una instancia de AV.

Si G tiene un ciclo hamiltoniano HG', ¢) contiene urtour de
costo|V/|.

Si G no contiene un ciclo hamiltoniano, entonces cualquer
de G’ debe usar alguna arista que ncéesh . Pero cualquier
tour gue use alguna arista que nogeshFE tiene un costo de al
menos(e |V |+ 1) + ([V]| — 1) > €|V].



= Se aplica el algoritmo de aproximaai A a la instancidG’, c)
de MIN-AV.

Si G contiene un ciclo hamiltoniano} debe retornar utmour
de costgdV| que es el ciclo hamiltoniano &r.

Si G no contiene un ciclo hamiltonianal, retorna untour de
costo mayor que |V|.



Ciclo Euler «+ Camino a trags de un grafo el cual comienza y
finaliza en el mismo &rtice e incluye cada arista exactamente una
sola vez.

Grafo Euleriano «+ Grafo que tiene un ciclo Euler.

Matching <« Dado un grafoG = (U, F'), un subconjunto de las
aristasM C F es unmatching si ningin par de aristas dé/
comparten un punto final.

Matching perfecto— Matching que cubre todos lo€xtices de un
grafo.



Teorema2. El problema del AGENTE VIAJERO ETRICO (MIN-
AVM) pertenece a APX.

Demostracbn

Para desarrollar un algoritmo de aproxin@acpara el Agente Via-

jero Meétrico se modela@r el problema como un grafo completo no
dirigido G = (V, E), donde el conjuntd’ de \ertices representa

el conjunto de ciudades y un costo entero no negativo asociado a
cada aristdu, v} € F que representa la distancia entre cada par
de ciudades.



Algoritmo APROX-AVM (G, c¢)-factor 2

Hwn e

Encuentra uarbol de recubrimiento mimo 7" paraG

Dobla cada arista dE para obtener un grafo Euleriano.
Encuentra unour EulerV sobre el grafo del paso 2.
Retorna etour que visita los @rtices de en el orden de su
primera aparién enlV. SeaH estetour.



Grafo G=(V.E) 1. _-;L[IJ(]I_ de rec. min. para GG 2. Grafo Euleriano

3. Tour Euler
W={n,e,a,e.a, f,a,d a, b a)

H={a,e, e, f,d, b}

4. Tour retornado por APROX AVM-fact-2  Tour dptimo
Cost(H)=10 OPT=6
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SeaH™* untour 6ptimo para el grafdé- = (V, E) dado.

Se probaa cost(H) < 2cost(H*), dondeH es eltour retornado
por APROX-AVM.

1. SiT es unarbol de recubrimiento mimo paral’, entonces

cost(T) < cost(H") (1)

2. Dobla cada arista d& obteniendo de este modo un grafo en el
gue todo ertice tiene grado par. Adeas un grafo tiene umour
Euler si y ®lo si todos sus &rtices tienen grado par; por tanto, el
grafo obtenido es un grafo Euleriano.



3.Seall’ un tour Euler de este grafo. Puesto qué visita cada
arista del’ exactamente dos veces, entonces

cost(W) = 2 cost(T) (2)
De (1) y (2) se tiene
cost(W) < 2cost(H™) (3)

DesafortunadamentB; no es generalmente una solutpara MIN-
AVM ya que untour Euler puede visitar algunoxtices nas de

una vez. Sin embargo, por la desigualdad triangular se puede bo-
rrar una visita a cualquierévtice y la longitud no se incrementa.
Repitiendo este proceso, se pueden removéydedas, menos las
primeras visitas a cadaxtice.



4.De esta manera se obtienetelir H retornado por APROX-
AVM-factor2 tal que:

cost(H) < cost(W) (4)
Finalmente de3) y (4) se obtiene que

cost(H) < 2cost(H™)



MEJORANDO EL FACTOR A 3/2

Algoritmo APROX-AVM (G, c)-factor 3/2

1.

a s w

Encuentra uarbol de recubrimiento mimo 7" paraGz, usando
PRIM(G, c, r).

Computa un Matching Perfecto de costmimo M/,

en el conjunto deé@rtices de grado impar de

AdicionaM aT y obtiene un grafo Euleriano.

Encuentra un tour Eulé¥’, de este grafo.

Devuelve el tou, que visita los @rtices de en el orden

de su primera apariah enlV’.
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Grafo G=(V.E) 1.A1bol de rec. min. para G 2, Matching Perfecto para V'

3. Grafo Euleriano 5. Tour retornado por Tour dptimo
4. Tour Euler APROX AVM-fact-3/2 OPT=6
W=(a,e,d,a, f,a,bc, a) Cost(H)=7

H=(a,e,d, f,b,c)



Lema 1. SeaV’ C V tal que| V' | es par, y sed/ unmatching
perfecto de costo mimo sobrel’’. Entonces,

OPT
cost(M) < 5

Demostracbn
Sear untour optimo deG.

Sear’ el tour sobrel/’ obtenido acortando.

Por la desigualdad triangular,

cost(t") < cost(T)



| 7' | es par puesto quel”’ | espary V' |=| 7' |.
Ademas, todo grafo con urimero par de @rtices posee umatching
perfecto.

7' es la undbn de dosnatchings perfectos sobr&”’, cada uno con-
sistente de aristas alternadasrdle

Seall el matching perfecto de costo mimo entre los dos.

cost(7’)
2

cost(T)
2

cost(M) <

= OPT




Teoremaa3. El algoritmo APROX-AVM factor 3/2 es un algoritmo
3/2-aproximado para el problema del agente viajegtrico (MIN-
AVM).

Demostracbn

1. Sea T elarbol de recubrimiento mimo para el conjunto de
vertices del grafd-.

2.Seal’ el conjunto de @rtices de grado impar de T.



La suma de los grados de todos I@stices en ehrbol de recubrim-
lento ninimo T es par, esto se debe a que cada arista incide exac-
tamente sobre doséwtices y en consecuencia en la suma de los
grados cada arista se cuenta dos veces.

| V''| es par puesto que de lo contrario al sumar los grados de todos
los vertices de T, se suma una cantidad par (sumgrado(V-V’)) y una
cantidad impar (sumgrado(V’)) lo cual implidgarque la suma de

los grados de losértices de T seria impar.

Luego,V”’ tiene unmatching perfecto. Sed/ el matching perfec-
to de costo rimimo.



3. Adiciona M a T y se obtiene un grafo con todos Iatices de
grado par puesto que se ha adicionado una arista egiiees de
grado impar, las aristas d¢. Como| M |=| V' |, esto garantiza
gue todos los értices erl/’ poseen ahora grado par. De este modo
se obtiene un grafo Euleriano.

4. SealV untour Euler de este grafo.

cost(W) < cost(T) + cost(M)
<OPT +ioprT (5)
= 30PT

5. Eliminando déV los \értices repetidos se obtienetelr H que
retorna el algoritmo.
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Por la desigualdad triangular y por lo anterior, se tiene que:

cost(H) < cost(W) (6)

Por lo tanto, dé y 6 resulta:

3
cost(H) < §OPT



Un verificador(log n, 1)— restringidol” es una raquina de Turing
(probabilstica) tiempo polinomial que tiene acceso a una entrada
x, una cadena compuesta dé(log |z|) bits randomy unaprueba

[1. Dependiendo de la entradala cadenaandomr y la prueba 11,

el verificadorV aceptad o rechazax la entrada:. Aunque el veri-
ficador tiene acceso completo a la entragdal acceso a larueba

I es muy limitadoV solamente examina urumero constante de
bits dell.



Teoremad (Teorema PCP).Un lenguajel est en NP siy 8lo si
L es decidible por un verificadolog n, 1)-restringido.



Teoremab. Si P4 NP entonces existe un problema en APX que no
pertenece a PTAS.

Demostracbn.

= Se proban que, si P£ NP entonces MAX3SATe APX no
admite un PTAS.



EL PROBLEMA MAX3SAT

INSTANCIA: Una coleccdonC = {ci, ¢, ..., ¢y} de

clausulas sobre un conjunto finitbde
variables tales qug;| = 3 para

1 <7< m.
SOLUCION: Una asignadin de verdad paré.
MEDIDA: N Umero de dusulas que se satisfacen

con la asigna@n de verdad.
OBJETIVO: Maximizar.
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= Se toma un lenguaje arbitrariode NF!

= Se aplica el verificador V sobre una entrada del lenguaje L para
construir una instancia de 3SAT.

SE SATISFACEN
A NO SE SATISFACEN

P

-~ N ~

= Se ejecuta el PTA4, sobre la instancia de 3SAT

PAN A
Y777 R YV



Teorema®é.
FPTAS C PTAS C APX C NPO

y las inclusiones son estrictas si§le si P#£ NP.



