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RESUMEN

Este trabajo es el resultado de las actividades realizadas en el curso electivo Fractales, ofrecido
por el Departamento de Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional durante el primer
semestre de 2005, bajo la orientacion de la profesora Claudia Patricia Orjuela.

Consiste en una actividad para estudiantes de secundaria que manejen los conceptos basicos de
la geometria euclidiana, pretendiendo introducir el concepto de fractal a partir del software de
geometria dindmica Cabri Geometre.

En una primera parte (Actividades 1 a 6), se hace la introduccion historica del concepto Fractal,
y se resefian tres fractales clasicos: el Conjunto de Cantor, el Tridngulo de Sierpinski y la Curva
de Koch; en la segunda parte (Actividad 7), se propone al estudiante llevar a cabo los primeros
pasos de la construccion de los fractales antes mencionados; para ello se aborda la construccion
de los fractales clasicos por medio de un proceso iterativo, pero solo en sus primeras etapas, ya
que en la practica es imposible hacer procesos que contemplen infinitos pasos; dichas
construcciones se realizaran con la ayuda del software Cabri Geometre Il, primero de una forma
“manual”, luego utilizando macro-construcciones utilizando la idea de iniciador, generador e
iteracion, de manera que se encuentren patrones numericos y geométricos.

OBJETIVOS:

A través de la aplicacion de la presente Actividad pretendemos que el estudiante consiga
alcanzar lo siguiente:

- Construir el conjunto de Cantor, el triangulo de Sierpinski y la curva de Koch, mediante la
realizacion de secuencias de instrucciones, ayudado por el software Cabri Geometre I1.

- Reconocer los patrones numéricos y geométricos subyacentes en cada una de las
construcciones realizadas.

- Disefiar nuevas construcciones utilizando el software Cabri Geometre Il, a partir de la idea de
iniciador, generador e iteracion.



JUSTIFICACION:

Esta unidad pretende introducir los conceptos y procedimientos basicos de la geometria fractal
en la secundaria. Para ello se aborda la construccion de los fractales clasicos como el Conjunto
de Cantor, Tridngulo de Sierpinski, Curva de Koch, por medio de un método estatico
fundamentado en un proceso iterativo, pero sélo en sus primeras etapas, ya que en la practica es
imposible hacer procesos que contemplen infinitos pasos.

Las construcciones se realizaran con la ayuda del software Cabri Geometre Il, primero de una
forma “manual”, luego utilizando macro-construcciones utilizando la idea de iniciador,
generador e iteracion, de manera que se encuentren patrones numericos y geometricos.

Ademés se pretende incentivar la imaginacion de los estudiantes para que generen variaciones
de los fractales estudiados, manteniendo los fundamentos dados.

FRACTALES

Definir qué es un fractal no es una tarea facil, actualmente hay varias definiciones, pero todas en
comun utilizan dos nociones fundamentales: autosemejanza y dimension.

En nuestro caso nos centraremos en la que hace referencia a la autosemejanza, en la que al
examinar pequefias partes de un objeto, la imagen que se observa es una copia del objeto inicial;
esto lo vemos ilustrado en varios modelos de la naturaleza, como por ejemplo: la coliflor.

La cabeza de esta hortaliza esta formada por trozos o gajos que, cuando los desprendemos y
comparamos con toda la coliflor, son practicamente iguales, excepto que se ha cambiado la
escala, es decir, varian en tamafio. Sobre estos trozos méas pequefios, de nuevo podemos
desprender trozos con la caracteristica de recordarnos a su antecesor y asi sucesivamente hasta
donde es fisicamente posible realizar los desprendimientos.

Otro modelo de la naturaleza es la hoja de un helecho con su respectiva descomposicion. Esta
propiedad se abstrae definiendo la autosemejanza: al ampliar partes de un fractal, surgen
estructuras que parecen ser idénticas al original.

A continuacion iniciaremos con algunos fractales clasicos como el Conjunto de Cantor, el
Triangulo de Sierpinski y la Curva de Koch, que nos serviran como ejemplos para ilustrar e
inferir el concepto de autosemejanza.

El conjunto de Cantor

Cantor (1845 - 1918) fue un matematico aleméan cuyo trabajo se orientd hacia la fundamentacion
rigurosa de la matematica. Actualmente su obra es conocida como teoria de conjuntos. Como
parte de dicho trabajo, publicé en 1883 el famoso conjunto que lleva su nombre: “Conjunto de
Cantor”. Este conjunto es considerado por los matematicos como un conjunto de propiedades
paraddjicas. Por ejemplo, tiene infinitos puntos y sin embargo su medida es cero.



Actividad 1: Construccion del conjunto de Cantor

Este fractal se construye a partir de un segmento de recta en un proceso llevado hasta el limite,
es decir, el conjunto de Cantor es el objeto que esta al final de aplicar reiteradamente el
siguiente proceso:

1.
2.
3.

4.
)

Dibuja un segmento de 1 unidad.

El segmento anterior dividelo en tres partes congruentes y borra la parte central.

A cada uno de los nuevos segmentos dividelos en tres partes iguales y borra la parte
central.

Repite en cada uno de los nuevos segmentos obtenidos el punto 3.

Si se continda con el mismo procedimiento indefinidamente, ;qué crees que sucederia?

Actividad 2: Analisis de patrones aritméticos y geométricos

llustra, aplicando el método de construccion estudiado en la actividad anterior, cada una de las
etapas del conjunto Cantor sefialadas a continuacion y responde las preguntas planteadas.

Etapa 0

1 unidad

a. ¢Cuéntos segmentos hay?
b. ¢Cual es la longitud del segmento?

Etapa 1l

a. ¢Cuantos segmentos hay?
b. ¢Cudl es la longitud de cada segmento, si el segmento original mide una unidad?

Etapa 2

a. ¢Cuéntos segmentos hay?
b. ¢Cuél es la longitud de cada uno de los segmentos que se generan?

Etapa 3

a. ¢Cuéantos segmentos hay?
b. ¢Cuél es la longitud de cada uno de los segmentos que se generan?



Etapa 4

a. ¢Cuantos segmentos forman el conjunto de cantor en su etapa 4?
b. ¢Cuél es la longitud de cada uno de los segmentos que se generan?

Organiza la informacién anterior en la siguiente tabla y complétala.

Etapa No. de segmentos Longitud de cada segmento
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n

El triangulo de Sierpinski

El tridngulo de Sierpinski fue introducido en 1916 por el matematico polaco Maclaw Sierpinski
(1882 - 1969). Este cientifico fue uno de los matematicos mas influyentes de su época, siendo
reconocido a nivel mundial. En su honor, uno de los crateres de la luna fue bautizado con su

nombre.

El tridngulo de Sierpinski es otro de los fractales clasicos e inicialmente aparecié como

un ejemplo de una curva en la cual, cada uno de sus puntos es un punto de ramificacion.

Actividad 3: Construccion del triangulo de Sierpinski

Este fractal puede obtenerse por medio de una sucesion infinita de extracciones. La construccion
procede como sigue:

1.

2.
3.
4

Dibuja un triangulo equilatero cuyo lado mida 1 unidad.

Sefiale el punto medio de cada lado y conecte esos puntos mediante segmentos.

De los cuatro pequefios tridngulos que se han formado, colorea el tridangulo central.
Sobre cada uno de los triangulos que no fueron coloreados realiza nuevamente los
puntos 2y 3.

Nuevamente, sobre cada uno de los tridngulos que no fueron coloreados realiza
nuevamente los puntos 2y 3.

A los triangulos que no fueron coloreados inicialmente, pintalos de negro. La region
formada por los triangulos coloreados de negro se llama triangulo de Sierpinski en la
etapa 3.



7. Sise continda con el mismo procedimiento indefinidamente, ¢qué crees que sucederia?

Actividad 4: Analisis de patrones aritméticos y geométricos

llustra, aplicando el método de construccion estudiado en la actividad anterior, cada una de las
etapas del tridngulo de Sierpinski sefialadas a continuacion y responde las preguntas planteadas.
Se supone que cada figura se genera de la anterior, que el tridngulo es equilétero y sus lados
miden 1 unidad.

Etapa 0

a. ¢Cuantos triangulos hay?
b. ¢Cuanto mide la base?

c. ¢Cuanto mide la altura?
d. ¢Cuanto mide el area?

Etapa 1

a. ¢Cuéntos tridngulos hay?

b. ¢Cuénto mide la base de cada triangulo?
c. ¢Cuénto mide la altura de cada triangulo?
d. ¢Cuénto mide el &rea de cada triangulo?

Etapa 2

¢ Cuéntos triangulos hay?

¢Cuénto mide la base de cada triangulo?
¢Cuénto mide la altura de cada triangulo?
¢Cuéanto mide el area de cada tridngulo?

oo

Etapa 3



¢ Cuéntos triangulos hay?

¢Cuanto mide la base de cada triangulo?
¢Cuénto mide la altura de cada triangulo?
¢Cuénto mide el &rea de cada tridngulo?

eooo

Etapa 4
a. ¢Cuantos triangulos hay?
b. ¢Cuanto mide la base de cada triangulo?
c. ¢Cuénto mide la altura de cada tridangulo?
d. ¢Cuénto mide el area de cada triangulo?

Organiza la informacidn anterior en la siguiente tabla y complétala.

Etapa No. de Base de cada | Alturade cada | Area de cada Area
triangulos triangulo triangulo triangulo total

0

1

2

3

4

5

6

n

La curva de Koch

Esta curva fue creada en 1904 por el matematico sueco Helge von Koch como un ejemplo de
una curva continua pero no diferenciable en alguno de sus puntos, generada por construcciones
geométricas elementales. Este fractal se genera por una sucesion infinita de adiciones de
segmentos de recta a un segmento inicial, lo que hace que al final se obtenga una curva de
longitud infinita.

Actividad 5: Construccion de la curva de Koch

Este fractal puede obtenerse por medio de una sucesion infinita de adiciones de segmentos a uno
inicial. La construccion procede como sigue:

1. Dibuja un segmento de 1 unidad.

2. El segmento anterior dividelo en tres partes congruentes.

3. Sobre el segmento central construye un tridngulo equilatero.



4. Suprime la base del triangulo construido. La figura obtenida hasta el momento se llama
curva de Koch en la etapa 1.

5. Sobre cada uno de los segmentos obtenidos aplica las instrucciones 2, 3 y 4. La figura
obtenida hasta el momento se llama curva de Koch en la etapa 2.

6. En la misma figura y sobre cada uno de los segmentos obtenidos aplica nuevamente las
instrucciones 2, 3y 4. La figura obtenida hasta el momento se llama curva de Koch en
la etapa 3.

7. Describe la figura que se obtendria si se continua el proceso.

Actividad 6: Analisis de patrones aritméticos y geometricos

llustra, aplicando el método de construccion estudiado en la actividad anterior, cada una de las
etapas de la curva de Koch sefialadas a continuacién y responde las preguntas planteadas. Se
supone que cada figura se genera de la anterior, y que el segmento original mide 1 unidad.

Etapa 0
1 unidad

a. ¢Cuantos segmentos hay?
b. ¢Cual es la longitud del segmento?
Etapa 1
a. ¢Cuéntos segmentos hay?
b. ¢Cuél es la longitud de cada segmento, si el segmento original mide una unidad?

Etapa 2

a. ¢Cuantos segmentos hay?
b. ¢Cuél es la longitud de cada uno de los segmentos que se generan?

Etapa 3

a. ¢Cuéntos segmentos hay?
b. ¢Cuél es la longitud de cada uno de los segmentos que se generan?

Etapa 4
a. ¢Cuantos segmentos forman hay?

b. ¢Cuél es la longitud de cada uno de los segmentos que se generan?

Organiza la informacién anterior en la siguiente tabla y complétala.



N °de Pasos N °de segmentos de Longitud de cada | Longitud de la curva
linea de la misma segmento
longitud
0
1
2
3
k

Actividad 7: Trabajando en Cabri Geometre

Las actividades que se trabajardn en esta seccion se haran bajo el programa de geometria
dindmica Cabri Geometre Il o Il plus para PC; se recomienda trabajar en la version para
computador debido al peso de cada una de las figuras, aunque bien puede trabajarse en
cualquiera de las versiones para calculadora TI.

Etapa 0. Introduccion a Cabri
El programa Cabri Geometre, es un software disefiado para la exploracion visual de los

elementos de la geometria plana tanto estatica como dindmica en el cual se pueden llevar a cabo
procesos iterativos similares a los de la construccion de los fractales.
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Luego de iniciar el programa, el entorno grafico es el que se ilustra en la gréfica 1, con las
persianas clasicas de los programas de Windows en la parte superior izquierda: Archivo,
Edicion, Opciones, Sesion, Ventana, Ayuda. Después se pueden observar una serie de iconos
con algunas figuras: Un puntero, un punto, un punto sobre una recta, una circunferencia, dos
rectas que se intersecan, dos puntos y una recta entre ellos, una X con una flecha, un signo de
interrogacion y una recta con tres puntos, una A y un cursor de texto y una flecha de dos
sentidos en las que la figura se ve y no se ve; cada uno de ellos representa una posible tarea para
realizar, al igual que cada uno de ellos posee otras opciones.
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En la siguiente tabla, aparecen las opciones de los iconos que se emplearan en el transcurso de la
actividad.

% Apuntador, Girar, Dilatar/Reducir, Girar y dilatar

-




‘ Punto, Punto sobre un objeto, Punto(s) de interseccion

Recta, Segmento, Semirrecta, Vector, Triangulo, Poligono, Poligono Regular

Circulo, Arco, Conica

—
Recta Perpendicular, Recta Paralela, Punto Medio, Mediatriz, Bisectriz, Suma
._3.1 de dos vectores, Compas, Transferencia de medidas, Lugar, Redefinir un objeto

Obijetos Iniciales, Objetos Finales, Definir una macro

.‘T. Ocultar Mostrar

El icono que inicialmente aparece seleccionado es el puntero, para seleccionar otra opcion,
presione el boton principal del raton sobre uno de los iconos que se acaban de describir, se
puede desplazar de izquierda a derecha o de arriba abajo manteniendo presionado dicho botén.
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Observe que las opciones aparecen textuales, pero a medida que se pose encima de las opciones
el icono del cual se desprenden las opciones cambia, por ejemplo cuando se ubica en el icono

— el
== v se selecciona la opcidn segmento, éste cambia por

=]

-

Etapa 1. Las figuras en Cabri

En Cabri, muchos de los objetos que se visualizan, no son lo que parece; por ejemplo, se sabe
que todo segmento dado pertenece a una recta; en este programa, esa afirmacion no es valida:

Seleccione la herramienta segmento, luego de clic en cualquier parte de la hoja en blanco y
desplacese hacia otro lugar y vuelva a dar clic, el segmento quedaré definido. Ahora, seleccione
la herramienta recta y definala sobre el segmento que acaba de construir, para ello de clic una
vez en cada uno de los puntos extremos del segmento construido, finalmente vuelva a
seleccionar la herramienta puntero y ubiquelo en el lugar donde pasa la recta y el segmento,
¢ Qué observa?

En efecto, sobre el puntero aparece la pregunta ;Qué objeto?, si presiona el botdn principal del
raton, se dara cuenta que sale una lista con el siguiente orden: Segmento, Recta

(hae-gbyeto?

Ahora, con la herramienta recta, defina una nueva recta en otro lugar de la hoja de trabajo; con
la herramienta punto sobre objeto, ubique dos puntos cualesquiera en la recta construida. Sobre
estos dos puntos, defina un segmento con la herramienta segmento y vuelva a la herramienta
recta, defina una recta sobre los dos puntos sobre objeto que construyd anteriormente. ¢Qué
ocurre?, ;Como sabe usted cual fue la recta que construyd inicialmente?

Vaya ahora a la persiana Edicidn, seleccione la opcion seleccionar todo y presione la tecla Supr.
La hoja nuevamente estard en blanco. Seleccione la herramienta tridngulo y construya uno
cualquiera sobre la hoja de trabajo. Ahora, seleccione la herramienta punto y en otra parte de la
hoja de trabajo ubique tres puntos distintos; con la herramienta segmento construya los
correspondientes segmentos sobre esos puntos de tal manera que visualmente se observe un
triangulo. Con la herramienta puntero, pésese sobre uno de los lados del tridangulo construido
inicialmente; luego, ubiquese sobre el triangulo hecho sobre segmentos; ¢Qué ocurre?

Cabri Geometre, interpreta cada construccion realizada como un objeto distinto; no importa si
estd uno sobre el otro; al igual, tres segmentos son simplemente tres segmentos, a no ser que se



hallan construido bajo herramientas propias del programa, no obstante un poligono de tres lados
sigue siendo distinto a un triangulo.

Si en un mismo lugar existen varios objetos, la lista que desplegara el programa cuando
pregunte ;Qué objeto?, sera en el orden de construccion de cada uno de los objetos; por
ejemplo, en la construccion de la recta, el segmento y la otra recta, la lista que Cabri desplegara
al dar clic sobre la pregunta sera Recta, Segmento, Recta en orden descendente, la primera recta
construida es la primera de la lista, de igual manera, la ultima recta construida es la que aparece
en el final de la lista.

En las actividades que siguen, nuestros objetos clave son el punto y el segmento; a no ser que se
indique lo contrario, los triangulos y los poligonos en general se construirdn con segmentos y no
con las herramientas “adecuadas” para ello.

Etapa 2. El triangulo Equilatero

Construya un segmento, luego con centro en cada uno de los extremos construya dos
circunferencias de radio la longitud del segmento; para ello ubique la herramienta circulo y de
clic en uno de los extremos, luego en el otro; repita el proceso para la otra circunferencia; con la
herramienta Punto(s) de interseccion, ubique uno de los puntos de corte de las dos
circunferencias; finalmente, trace los segmentos que van desde el punto encontrado
anteriormente y cada uno de los extremos del segmento inicial; la figura que debe aparecer es
similar a la que se ilustra a continuacion:

El triangulo que se visualiza es equilatero, ¢Por que? Ahora, con la herramienta Ocultar -
mostrar, oculte las dos circunferencias, para ello de clic en el icono correspondiente y luego
sobre cada una de las circunferencias, después seleccione la herramienta puntero, se dara cuenta
que las circunferencias no aparecen.

Con la herramienta puntero es posible mover puntos, segmentos y objetos en general para
aumentar o reducir una figura, con el fin de comprobar ciertas propiedades, modificar la figura o
para mejorar la calidad del trabajo; para ello se ubica sobre el objeto deseado a mover y se
presiona clic, saldrd una mano intentando agarrar el objeto, si mantiene presionado el raton
mientras lo mueve, la figura se movera.



Intente mover punto de interseccion encontrado en la anterior construccién, ¢Qué Ocurre?.
Mueva ahora cualquiera de los puntos del segmento inicial, ;Qué pasa ahora?, ;Qué ocurre con
el “triangulo” construido? ¢Qué condiciones debe cumplir un punto para que se pueda mover
con el puntero del raton?

De la misma forma, intente mover cada uno de los segmentos del triangulo construido, ¢Qué
pasa ahora?, ;Cuales son los segmentos que se mueven?, en general ¢Que condiciones debe
cumplir un objeto para que se mueva?

Etapa 3. El triangulo de Sierpinski

En una figura nueva, construya un triangulo equilatero, de la misma manera como se construyé
en la etapa 3, de tal forma que las circunferencias auxiliares estén ocultas; guarde el documento
como TSierpinskiO

Ubique el punto medio de cada uno de los segmentos, para ello, seleccione la herramienta punto
medio y luego tiene dos opciones: presione el boton principal del raton sobre cada uno de los
puntos extremos de un segmento y repita el proceso para los otros dos (Opcién 1), la otra
manera (Opcion 2) es dar clic en el segmento al cual se le quier ubicar el punto medio,
posteriormente construya el tridngulo que determinan los tres puntos nuevos:

En el interior del triangulo inicial, se pueden observar cuatro triangulos, ubique el punto medio
de cada uno de cada par de puntos que tienen un segmento en comin haga este proceso con
Opcidn 1 para que le salga una figura similar a la que se ilustra a la izquierda, ya que si
selecciona los puntos medios con la Opcidn 2 (figura de la derecha), no sera posible construir el
triangulo de Sierpinski.



Nuevamente, construya los segmentos que determinan nuevos tridngulos, a excepcion del
triangulo central.

JAVAVAVAN

Siguiendo la construccién, se pueden tener las primeras imagenes del triangulo de Sierpinski, tal
como se puede observar en la siguiente gréafica
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Finalmente, guarde el documento.
Etapa 4. Macro Construcciones. Trisecando el Segmento

Construya un segmento y una recta auxiliar que pase solamente por uno de los extremos del
segmento. Ubique un punto sobre el segmento y trace una circunferencia con centro en dicho
punto y radio la distancia de ese punto hasta el punto de interseccion con el segmento. Sefiale,
el otro punto de inteseccion y trace una circunferencia con centro en ese punto y radio desde ese
punto hasta el primer punto sobre objeto, sefiale el punto de interseccion de la recta con esa
Gltima circunferencia; debe salir una figura similar a la siguiente:



Trace la recta desde el Gltimo punto construido hasta el punto extremo del segmento inicial por
el cual no pasa la recta auxiliar; trace ahora las rectas paralelas por el punto sobre objeto y el
primer punto de interseccion construidos sobre la recta auxiliar a la Gltima recta; para ello,
seleccione la herramienta recta paralela, seleccione el punto por el que quiere que pase la rectay
seleccione la recta a la cual la resultante sera paralela; encuentre los puntos de interseccion de
las dos Gltimas rectas construidas con el segmento inicial; tal como se ilustra:

TN

s

Oculte todos los objetos, a excepcion del segmento inicial y los dos Gltimos puntos que se
construyeron:

X -

Pulsando el icono =—= seleccione la herramienta objetos iniciales, de clic en el segmento
que quedd, luego seleccione la herramienta objetos finales y de clic en los dos puntos
intermedios del segmento. Ahora seleccione la herramienta Validar una Macro,, en la opcion
Nombre de la Macro, escriba Trisecciéon del Segmento, seleccione la opcion guardar y pulse
OK, aparecera la opcién guardar como, guarde la macro como Triseccion del Segmento. (Nota:
Acaba de guardar una macro, cuando se abra un archivo macro, en el icono relacionado en este
parrafo, aparecerd una nueva opcion con el nombre que se le ha designado a la construccion, en
este caso Triseccion del Segmento)




X -
Construya un nuevo segmento; en el icono =——= aparecera una nueva opcion, Triseccion del
Segmento; es una nueva herramienta que a partir de los objetos iniciales definidos, construye los
objetos finales definidos. Seleccione esa macro y de clic en el Ultimo segmento construido;
apareceran dos puntos nuevos los cuales corresponden a la triseccion de dicho segmento.

En una figura nueva, trace un segmento y trisequelo con la macro Triseccion del Segmento;
ahora, trace los segmentos de longitud 1/3 del segmento inicial que determinan los nuevos
puntos a excepcion del segmento central.

Con la herramienta objetos iniciales, seleccione el segmento inicial; ahora oculte dicho
segmento; se debe ver una figura cono esta:

Ahora, con la herramienta objetos finales, seleccione los dos segmentos que se visualizan, valide
la macro con el nombre Cantor.

Aplique la nueva macro cantor a un nuevo segmento y a los segmentos resultantes varias veces,
¢Qué observa?, ¢es esta figura la representacion de un fractal conocido?

Etapa 5. Construccién de Otros Fractales:

Aplicando el método de la construccién de las Macro estructuras, vuelva a construir el tridngulo
de Sierpinski

Construya una macro para la construccion de la Curva de Koch.
Etapa 6. Otras Formas Fractales

A continuacion, se presentan las construccion de otra alternativa para el triangulo de Sierpinski,
y la Alfombra de Sierpinski, una modificacion del triangulo, aplicado a cuadrilateros:
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Actividad 8: Formas alternas de las construcciones clasicas

Teniendo en cuenta las construcciones realizadas anteriormente, proponga formas alternas de las
construcciones clasicas estudiadas; por ejemplo, cambiando el objeto inicial.



