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3 Logica y bases de datos

1.INTRODUCCION

La programacion logica aparece a principio de la década de los setenta como resultado directo
de los primeros trabajos en prueba automatica de teoremas y en inteligencia artificial. En 1972,
Kowalski y Colmerauer apuntan la idea de que la logica puede utilizarse como lenguaje de
programacion apareciendo el acronimo proLoG (PRogramming in Locic). En este mismo afio aparece
el primer intérprete de este lenguaje.

La idea de que la légica de primer orden, o un importante subconjunto de ella, pudiera ser
utilizada como lenguaje de programacion fue revolucionaria, ya que, hasta 1972, se habia utilizado
exclusivamente como lenguaje de especificacion o declarativo en informatica. Sin embargo
Kowalski mostré que la logica tiene también una interpretacion procedural que la hace realmente
efectiva como lenguaje de programacion.

El objetivo de estos apuntes es introducir al estudiante en el campo de la programacion logica,
para ello en el primer apartado se presenta la logica de primer orden, base fundamental de la
programacion logica; en el segundo, se estudian las distintas clases de programas logicos que
existen, programas definidos, normales y generales.
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2. LocicA pE PRIMER ORDEN

La logica tiene como objetivo realizar deducciones sobre alguna realidad a partir del
conocimiento que se tiene de la misma; para ello, es necesario disponer de un lenguaje no ambiguo
que permita expresar este conocimiento asi como representar las deducciones obtenidas.

El estudio de este lenguaje exige estudiar su sintaxis y su semantica. El aspecto sintactico
permite definir el conjunto de férmulas bien formadas admitidas por la gramatica del lenguaje
formal; por otra parte, el aspecto semantico determina el significado de dichas formulas.

2.1. SINTAXIS DE LOS LENGUAJES DE 1°" ORDEN
Un lenguaje de 1* orden L es un par (A,F) donde:

* A es el alfabeto de simbolos (distinto para diferentes lenguajes). Con estos simbolos
construiremos las férmulas del lenguaje.

* F es conjunto de formulas bien formadas. Las reglas de construccion de estas formulas
permanecen constantes sea cual sea el alfabeto.

Alfabeto (A)
El alfabeto de un lenguaje de 1* orden estd formado por los siguientes conjuntos de simbolos:
* Variables: representadas por las ultimas letras del abecedario (x, y, z...)
* Constantes: representadas por las primeras letras del abecedario (a, b, c...)

* Funciones: se representan también por letras minusculas (f, g, h,...). Cada uno de estos
simbolos tiene asociado un entero mayor que cero que indica el nimero de argumentos
de la funcion y que se denomina aridad. (f(.,.) representa una funcion de aridad 2).

* Predicados: Cada uno de estos simbolos tiene asociado un entero mayor que cero que
indica el numero de argumentos del predicado y que se denomina aridad. (p(.,.)
representa un predicado de aridad 2).

 Signos de puntuacién: signos utilizados para la construccion de los términos y las
formulas: (,), ,

* Conectivas logicas: representan los operadores logicos clasicos, como conjuncion (),
disyuncion (0), negacion (—), implicacion (- ), coimplicacion ().

+ Cuantificadores: los dos cuantificadores usuales, el universal (0) y el existencial ([J).
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Evidentemente, el conjunto de simbolos puede ser infinito.

Las constantes individuales se incluyen para que en el lenguaje haya formulas que puedan
interpretarse como enunciados acerca de cosas particulares.

Conjunto de formulas (F)

Primero es necesario definir el concepto de término. Los términos son aquellas expresiones
del lenguaje formal que se interpretan como objetos, es decir las “cosas” a las que se aplican las
funciones, las “cosas” que tienen propiedades, las “cosas” acerca de las cuales se realizan
aseveraciones.

Un término se define como sigue:
* cada variable o constante del alfabeto A es un término, y

* si f es una funcion n-aria y ti, t,..., t, son términos, entonces f(ti, t,..., t,) €s un
término.

Un término es base si no contiene ningun simbolo de variable.

Ahora ya podemos definir las formulas bien formadas del lenguaje. Primero empezamos por
las formulas atomicas o datomos que son las expresiones mas sencillas del lenguaje que son
interpretables como aseveraciones, como por ejemplo que cierto objeto verifica cierta propiedad.

Un atomo se define como sigue:

* Si p es un simbolo de predicado n-ario de A y ty, t,..., t, son términos, entonces p(ti,
t2,..., t) €s una formula atomica.

Se dice que p(t, to,..., ta) €s un dtomo base (totalmente instanciado) si y solo si ti, t,,..., t, son
términos base.

Veamos ahora, las reglas que definen una férmula bien formada (fbf):
1. Todo atomo es una fbf.

2. SiF, y F, son fbfs entonces:
* (F)

hd F1 > F2
también son fbfs,

3. SiF es una fbf'y x una variable entonces:
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«[kF
*[xF
también son fbfs.

4. Ninguna otra expresion es una fbf.

Ocurrencia de una variable

Cualquier aparicion de una variable en una férmula es una ocurrencia de esa variable. En una
férmula, una variable puede ocurrir de dos formas distintas: libre y ligada. Para ver estas dos formas
previamente necesitamos definir el concepto de alcance de un cuantificador.

Alcance de un cuantificador

El alcance de [x en la formula Ux F es F. Mas en general, si Ux F aparece como subférmula
de una fbf G, se dice que el alcance del cuantificador universal en G es F. Igualmente, el alcance de
[k en la formula [k F es F (si [k F aparece como subformula de una fbf G, se dice que el alcance
del cuantificador existencial en G es F).

Intuitivamente, el alcance de un cuantificador (LIx o [k) es la primera férmula bien formada
que hay a su derecha.

Ocurrencia ligada de una variable
Una ocurrencia de una variable en una férmula es ligada si:
a) es una ocurrencia sobre la que actia un cuantificador, o

b) es una ocurrencia dentro del alcance de un cuantificador que actia sobre una
ocurrencia del mismo simbolo de variable.

Ocurrencia libre de una variable

Cualquier ocurrencia de variable que no sea ligada es libre.

Formula cerrada

Una formula es cerrada si no posee ocurrencias libres de variables.

Formula abierta

Una formula es abierta si posee al menos una ocurrencia libre de variable.
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2.2. SEMANTICA DE LOS LENGUAJES DE 1°" ORDEN: INTERPRETACION Y MODELO
Un lenguaje de primer orden nos permite “hablar” sobre un universo de discurso. En él:
* los términos denotan objetos (individuos) de ese universo de discurso;
* los predicados denotan propiedades sobre los objetos del universo de discurso; y
* las féormulas bien formadas son enunciados o sentencias sobre el universo.
Al dotar de semantica a un lenguaje de 1°' orden se persiguen los siguientes objetivos:
* dar significado a cada uno de los simbolos del alfabeto A;y
* poder conocer el valor de verdad de cualquier férmula bien formada de F.

Para ello tenemos que construir un contexto donde se puedan evaluar las formulas del
lenguaje. A este contexto se le denomina interpretacion.

Interpretacion
Una interpretacion I de un lenguaje de 1° orden L=(A,F) es un triplete (D, K, E), donde:

* D es un conjunto no vacio, denominado dominio de I. En este dominio las variables
toman valor y por otra parte define el rango de variacion de los cuantificadores.

» K es un conjunto de aplicaciones que permiten asignar un elemento del dominio a todo
término del lenguaje L; K define lo siguiente:

*+ una aplicacion del conjunto de constantes de A sobre D
*+ Ja asignacion de una funcion de D" sobre D a cada simbolo de funciéon n-ario.

* E es la asignacion de una relacion definida sobre D" a cada simbolo de predicado. Si p
es un predicado n-ario, entonces E(p) se le denomina extension de p en la
interpretacion I (E(p) L D").

Valor de verdad de una féormula en una interpretacion

Una vez se ha definido una interpretacion de un cierto lenguaje de 1% orden, ya podemos
preguntarnos cudles son los valores que tomard una formula al evaluarla en esta interpretacion. A
este valor se le denomina valor de verdad.

- Valor de verdad de una formula cerrada en una interpretacion

El valor de verdad de una formula cerrada G en una interpretacion puede ser o cierto en I, o
falso en Iy se define recursivamente como sigue:
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1. Si G es una formula atémica, G = p(ti,..., t.) entonces G es cierta en I si y s6lo si:
<K(t), ..., K(t.)> O E(p)

y falsa en caso contrario.

2. Si G contiene alguna conectiva logica, se evaliia de acuerdo a las siguientes tablas:

F, G=-F,
cierto falso
falso cierto
F, F; G=F,0F; G=F, 0F, G=F,-F, G=F o F,

cierto cierto cierto cierto cierto cierto
cierto falso falso cierto falso falso
falso cierto falso cierto cierto falso
falso falso falso falso cierto cierto

3. Si G es una formula universalmente cuantificada de la forma G = x F,, entonces G
es cierta en I siy solo si para cualquier valor del dominio de la interpretacion (U d [ D)
la formula cerrada que resulta al sustituir todas las ocurrencias de x por d en F; (Fi(x/d))

es cierta en I.

4. Si G es una formula existencialmente cuantificada de la forma G = [k F,, entonces G
es cierta en I siy solo si para algun valor del dominio de la interpretacion (Ld Ul D) la
formula cerrada que resulta al sustituir todas las ocurrencias de x en F, por d (Fi(x/d)) es

cierta en L.

5. Si G es una férmula de la forma G =(F) entonces G se evalua al valor de verdad de F.

Si G es una formula cierta (resp. falsa) en I, esto se expresar de la siguiente manera:

EiG (resp. |1 G)

Una férmula cerrada G se dice que es vdlida si 'y solo si para toda interpretacion [ se cumple

que F1G . Esto se denota asi:

EG

- Valor de verdad de una férmula abierta en una interpretacion [
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Dada una féormula abierta con n variables libres, F(xi, ..., X,), se denomina asignacion de F, p
, a un conjunto de pares x;/d; donde x; es una variable libre de F y d; un elemento del dominio de la
interpretacion:
p={xi/di,...,xs/ds}

Todas las p; (1 £j < m), tales que 1 F(xi/dij,...,x+/dy) definen un conjunto de tuplas

{<di, ..., dn,
<d]2 ceey dnz,
<dlm ceey dnm}
Entonces, la formula abierta F(xi,..., X,) se evalla en una interpretacion I de la forma

siguiente:

a) si [ pj posible, p;= {xi/dij,...,Xs/dni} se cumple =1 F(xi/dyj,...,X/dyj), entonces se dice
que F es cierta en 1.

b) si =[p;, pj= {x1/dij,....Xo/dw} tal que F1F(x1/dyj,...,Xn/dyj), entonces se dice que F es
falsa en 1.

Por tanto, una férmula abierta puede no ser ni cierta ni falsa en una interpretacion.

Modelo de un conjunto de féormulas
Dada una interpretacion I y una formula F,  es modelo de F siy solo si |1 F.

Dada una interpretacion I y un conjunto de férmulas CF, I es modelo de CF si y sélo si:

UF OCF, EF.
Se dice que un conjunto de férmulas CF es:
* satisfactible si existe alguna interpretacion que sea modelo de CF;
* vdlido si cualquier interpretacion es modelo de CF;

* insatisfactible si ninguna interpretacion es modelo de CF.

Consecuencia logica de un conjunto de formulas

Sea CF un conjunto de féormulas cerradas y sea G una formula. G es consecuencia logica de
CF si y solo si todo modelo M de CF es modelo de G. Esto se denota de la siguiente manera:

CFE G

Sea CF un conjunto de formulas se puede demostrar facilmente, la siguiente equivalencia:
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CF E G siy sélo si CF [ {—~ G} es insatisfactible

Uno de los objetivos mas interesantes perseguidos por la logica es el demostrar que una
formula G es consecuencia logica de un conjunto también de formulas CF (es decir deducir G a
partir de CF), esto sin embargo significaria comprobar que todo modelo de CF también es modelo
de G, lo que es un problema practicamente imposible de abordar. Esta situacion, ha llevado a
desarrollar procedimientos automaticos de demostracion que permitan afirmar que G es
consecuencia légica de CF sin explorar para ello todos los modelos de CF. La idea es encontrar un
procedimiento sencillo que nos permita construir una argumentacion paso a paso sabiendo que cada
paso es valido y que nos permita concluir que una formula es consecuencia ldgica de un conjunto
de formulas. Para investigar este tipo de problemas vamos a introducir el concepto de sistema
formal.

2.3. SISTEMA FORMAL DE DEDUCCION EN LOGICA DE 1%* ORDEN
Dado un lenguaje de 1° orden L, un sistema formal, S¢, se define por medio de:

* un conjunto de formulas bien formadas, llamadas axiomas (seria mas adecuado hablar
de esquemas de féormulas bien formadas); y

* un conjunto finito de reglas de inferencia que permiten deducir una féormula bien
formada, tal como G, como consecuencia directa de un conjunto finito de formulas bien
formadas como Gi, Gy, ...

Con un sistema formal se pueden construir deducciones por medio de sucesivas aplicaciones
de las reglas de inferencia a partir de los axiomas, para ello hay que tener en cuenta que en un
sistema formal los simbolos carecen de significado, y al manipularlos no se debe presuponer nada
respecto a sus propiedades, salvo las que se especifiquen en el sistema formal.

Demostracion en Sg

Una demostracion en Sg es una sucesion finita Ay, ..., A, de formulas bien formadas de L, tal
que Ji(1 €£i<n)o:

¢ A; es un axioma de S, 0

* se deduce de los anteriores miembros de la sucesion aplicando alguna de las reglas de
inferencia.

Teorema de Sy

Una formula G es un teorema de Sr si es el ultimo miembro de una demostracion en Sy.
Cuando G es un teorema de Sy se representa:

10
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-5, G

Podemos ahora relacionar el concepto de consecuencia logica con el de deduccion de la forma
siguiente: “se dice que el sistema formal Sg es adecuado (correcto y completo), si se cumple lo
siguiente:

G es vilida (|= G) siy solosi|--5. G

Con este procedimiento es posible demostrar si una férmula es valida, pero usualmente
nuestro interés se centra en deducir “cosas” de un conocimiento dado que esta representado por un
conjunto de formulas por ello introducimos el concepto de teoria.

Teoria de 1¢ orden

Una teoria de 1¢ orden T, es un conjunto de fbfs de L. Una deduccion a partir de T en Sy es
una sucesion similar a la de una demostracion, en la que ademas se pueden incluir elementos de T.

Teorema de una teoria

Una férmula G es teorema de una teoria T en Sr si G es el ultimo miembro de una deduccidén
a partir de T en Sy. Cuando G es teorema de T en Sy se representa:

T|-s, G

Si el sistema formal Sy es adecuado (correcto y completo), el concepto de consecuencia
logica de un conjunto de féormulas es analogo a ser teorema de una teoria que tiene por axiomas ese
conjunto de formulas. O sea, si CF un conjunto de formulas cerradas (o teoria) y G una formula
cerrada, entonces:

CF |= Gsiysolosi CF |--5. G
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3.PROGRAMACION LoOGica

Los sistemas de programacion ldgica en que estamos interesados utilizan como Unica regla de
inferencia el Principio de Resolucion de Robinson o alguna basada en este principio.

Antes de presentar esta regla veremos algunos conceptos previos.

Concepto de Literal

Un literal es un dtomo o la negacion de un atomo. Un literal positivo es un dtomo. Un literal
negativo es la negacion de un atomo.

Sea A un atomo y L un literal tal que L = -A, entonces se dice que A y L son
complementarios.

Concepto de Clausula
Una clausula es una formula de la  forma:
0x; ...0x. (Ly .. .0 L)
donde cada L; es un literal y xy,..., X, son todas las variables que aparecen en L, UJ ... [JL,,

Ya que las clausulas son muy usuales en programacion logica, es conveniente adoptar una
notacion especial. Sea C; la siguiente clausula:

Cl: DXl Dxn(A1DDAkDﬂB1D |:|_|BS)

donde Ay, ..., A, By, ..., Byson 4&tomos y x, ... , X, todas las variables que ocurren en esos atomos,
a partir de ahora la denotaremos por:

C12A1D...DAk<— B1D DBS

donde se asume la cuantificacion universal de todas las variables.

Comentario: hay que observar que el simbolo — no pertenece al alfabeto definido en el apartado 2.1. Realmente la
formula bien formada para representar la clausula C, (asumiendo la cuantificacion universal) seria:
B:O...[Bs - (A/0...0A)

sin embargo, se suele invertir la flecha (aunque la semantica sigue siendo la misma) para aproximarse a la sintaxis del

prolog.

12
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Concepto de Sustitucion

Una sustitucion 6 es un conjunto finito de la forma {vi/ti,..., vs/t.} donde cada v; es una
variable, cada tiun término distinto de vi y tal que las v,..., v, son diferentes. Cada elemento vi/t; se
denomina enlace de vi. 8 es una sustitucion base si todos los t; son términos base.

Sea E una expresion bien formada del lenguaje objeto (es decir E es un término, un literal o
una férmula) y sea 8 = {vi/ti,..., v»/t.} una sustitucion entonces EB es la expresion obtenida a partir
de E al sustituir simultaneamente cada ocurrencia de la variable v; por el término t.. EB se denomina
instancia de E por 0.

Sean 0 = {uy/sy,..., Up/Sm} ¥ O = {Vi/t1,..., Vp/ta} dos sustituciones, la composicion 60 de Oy
0 es la sustitucion obtenida a partir del siguiente conjunto:

{w/si0,..., up/smd, Vi/ti,..., Vu/ta}
eliminando cualquier enlace u/s;0 tal que u; = ;0 y cualquier par vi/t; tal que v; O {uy,...,un}.

La sustitucion, €, denotada por el conjunto vacio se denomina sustitucion identidad ya que
para cualquier expresion E se cumple: E€ = E.

Concepto de Unificador

Un unificador de un conjunto de expresiones {E,,...,E,} es una sustitucion 0 que unifica el
conjunto es decir, que hace cualquier expresion del conjunto sintacticamente igual a cualquier otra
expresion del conjunto: E,6 =E.0=... =E,0

Se dice que dos expresiones E; y E, son unificables si existe un unificador de {E;, E»}

Concepto de Unificador Mas General (mgu)

Un unificador 0 de un conjunto de expresiones E, se dice que es un unificador mas general de
E si para cualquier otro unificador & de E existe una sustitucion y tal que & = 6y.

3.1. Princreio pE ResoLucionN pE RoBINsoN

El Principio de Resolucion de Robinson es un método de demostracion aplicable a clausulas.
La forma de demostrar que G es un teorema de la teoria definida por un conjunto de axiomas CF (o
lo que es equivalente que es consecuencia logica de CF), consiste en afiadir la negacion de Ga CF y
realizar inferencias hasta llegar a una contradiccion (por este motivo se dice que es un método de
refutacion). En el contexto de las clausulas, la contradiccién viene representada por la clausula
vacia y la denotaremos por el simbolo[].

La regla de inferencia se puede resumir de la forma siguiente: para cualquier par de clausulas
Ci y C,, si existe un literal L; en C, unificable con el complementario de un literal L, de C,,
entonces se aplica a C; y C; la sustitucion que los unifica, se eliminan los literales L; y L, de las
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clausulas y se construye una disyuncion con los restos de éstas. La nueva clausula asi obtenida,
denominada resolvente de C, y C,, es anadida al conjunto original de clausulas. Si durante la
aplicacion del método se llega a tener dos clausulas cuyo resolvente es la clausula vacia se habra
alcanzado una contradiccion.

El Principio de Resoluciéon de Robinson tiene las propiedades de correctitud y completitud
que se enuncian como sigue.

Sea C un conjunto de clausulas:

* Correcto: “Si al aplicar a C el proceso de resolucion cierto nimero de veces se deriva
la clausula vacia, entonces C es insatisfactible”.

» Completo: “Si C es insatisfactible, la cldusula vacia se derivara al aplicar resolucion
un nimero finito de veces a C”.

3.2. PROGRAMAS LOGICOS

Un programa 16gico general es un conjunto de féormulas (llamadas sentencias de programa)
con la forma siguiente:

A« F

donde A es un atomo (cabeza) y F es una férmula bien formada (cuerpo). Todas las variables libres
se suponen cuantificadas universalmente.

Un programa 16gico debe ser visto como una teoria de primer orden donde los axiomas son
las sentencias de programa y que tiene una Unica regla de inferencia basada, como veremos a
continuacion, en el Principio de Resolucion de Robinson antes presentado.

Por ello, si se quiere demostrar que la formula G: [X,,...,[ k. H es consecuencia logica (o
teorema) de un programa P, entonces se afiade su negacion (—G) a los axiomas y se intenta derivar
la contradiccion. Es importante destacar, que desde el punto de vista de la demostracion de
teoremas, el mayor interés reside precisamente en demostrar consecuencias logicas, sin embargo
desde el punto de vista de la programacion estamos mas interesados en los enlaces que se realizan
para las variables x,...,X:, ya que estos enlaces representan precisamente la salida del programa.

A las formulas que se quieran demostrar a partir de un programa logico las llamaremos
objetivos.

Procedimientos de Resolucion basados en Principio de Resolucion de Robinson

Existen dos procedimientos de resolucion basados en el Principio de Resolucién de Robinson.
Estos son:

14



15 Logicay bases de datos

» SLD: procedimiento de resolucion Lineal con funcion de Seleccion para clausulas
Definidas. Este procedimiento es aplicable en programas definidos.

* SLDNEF: procedimiento de resolucion Lineal con funcion de Seleccion, aumentado con
la Negacion como Fallo. Este procedimiento es aplicable en programas normales.

Teniendo en cuenta que si usamos cualquier procedimiento de resolucion basado en el de
Robinson, vamos a realizar refutaciones, es conveniente cambiar el aspecto de los objetivos.
Veamoslo:

Sea P un programa légico y G un cierto objetivo:
G: ky,..., K. F(x1,...,Xn)
se desea probar que:
P |= [ki,..., [k, F(X1,...,Xn)

Para aplicar el Principio de Resolucion de Robinson hay que refutar, por tanto, hay que probar
que:

P O {—[ki,..., (k. F(x1,...,Xn)}

es insatisfactible. Cojamos esta clausula anadida (el objetivo negado) y cambiémosle su forma:
—[ky,..., Ky F(X1,...,Xn) = Uxq,..., Oxs “F(X1,...,X0)

y transformado este resultado:

Uxy,..., Ux, 7F(xi,...,Xn) = 7F(Xy,...,X,) (asumiendo la cuantificacion universal de x;,...,X,)

“F(X1,...,.Xn) = « F(X150.5Xn)

Comentario: hay que observar que la expresion — F no es una formula bien formada tal como se definié en el
apartado 2.1. De nuevo para aproximarnos a la notacion del prolog (que por otra parte resulta muy comoda) se realiza
las siguientes transformaciones y asunciones:

- F=-F [falso = falso « F, expresion que representaremos por « F

Esta sera la forma que tomarén los objetivos lanzados a un programa logico, ( — F(x,...,Xn)),
aunque lo que se desea es saber si es deducible [X;,..., [k, F(xi,...,X,) y como ya se ha mencionado
antes, el maximo interés reside en conocer que valores pueden tomar las variables xj,...,X, manera
que al sustituir en F las variables por esos valores, la formula cerrada que resulta es consecuencia
logica del programa logico.
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3.2.1. PROGRAMAS DEFINIDOS
Un programa definido es un programa ldgico cuyas sentencias son sentencias definidas

Sentencia Definidas
Tienen la siguiente forma:
A « B,0B,0...0B,

donde A, By, B,, ..., B, son 4&tomos (en un programa definido no aparecen literales negativos).

Objetivo Definido
Un objetivo definido tiene la siguiente forma:
« A 0A0...0A,
donde Ay, A,, ..., An son atomos.

Veamos unos conceptos previos necesarios para definir el procedimiento de resolucién SLD:

Respuesta

Sea P un programa definido y G un objetivo definido. Una respuesta 0 para P [1{G} es una
sustitucion de las variables de G.

Respuesta Correcta

Sea P un programa definido, « A, A, ... A, un objetivo definido y 0 una respuesta para
PO {~ A/OA, ... OA,}, entonces 0 es una respuesta correcta para P [ { - A OA, O... OA,}
siysolosi P|= O(A 0OA,0... 0A, 0).

(O representa el cierre universal, es decir a cuantificacion universal de todas las variables que
aparezcan libres en la férmula que precede.)

Ejemplos
* Sea P, el siguiente programa definido:

p(x,y) < q(y)
q(a) <

1) Objetivo definido: — p(z, z)

16



17 Légicay bases de datos
Respuesta Correcta 8 = {z/a} ya que P, [= p(a, a)
2) Objetivo definido: « q(a)
Respuesta Correcta 6 = {} ya que P, |- q(a)
3) Objetivo definido: ~ q(b)
Respuesta Correcta = no existe yaque P, U {< q(b)} es satisfactible

* Sea P, el siguiente programa definido:

p(a) —
p(b) ~
q(a,b)
q(a, z) ~

4) Objetivo Definido: ~ p(x) Uq(x,y)

Respuesta correcta 0, = {x/a, y/b}, ya que P, |= p(a) (q(a,b)
Respuesta correcta 0, = {x/a, y/z}, ya que P, |= Uz(p(a) U (q(a,z))

Resolvente de un Objetivo Definido y una Sentencia Definida

Sea G el siguiente objetivo definido G= ~ A; ... OAL...0JA, y sea S una variante de una
sentencia definida (obtenida a base de renombrar ciertas variables, ya que es necesario si aparecen
repetidas en Gy S):

S=A « B,0... OB,
entonces G’ se deriva de G y S usando el mgu 0 si se cumplen las siguientes condiciones:
1. Ax es un atomo de G seleccionado por una regla de computacion;
2.0eselmgude Aky A (0=mgu(Ax, A));
3.G°=« (A/0... UA. OB O...0B A O... OA,)B

a G’ se le denomina resolvente de Gy S.

3.2.1.1. Derivacion SLD

Sea P un programa definido y G un objetivo definido. Una derivacion SLD para PLI{G}
consiste en:

* una secuencia de objetivos Gy, Gi,... donde Gy = G;
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* una secuencia de variantes de sentencias de P: S;, S, ...;y
* una secuencia de mgu 6, 6,, ...

tal que Gi+; se deriva de G; y Si+; usando 6i1; (Gis1 es el resolvente de Gi y Si).

Esto se puede ver de una forma mas grafica como se muestra en la siguiente figura.
GO =G

4———81,61

.- — — S_,0

O, O
N
N

Tipos de Derivaciones SLD
Veamos cuales son las posibles derivaciones que se pueden dar:

- Infinita: en cualquier objetivo G, el atomo seleccionado Ay siempre es unificable con alguna
sentencia Sp+.

18
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- Finita: la derivaciéon termina en un numero finito de pasos (las secuencias son finitas).
Supongamos que la longitud es n, entonces se da alguno de estos dos casos:

* Fracasa: el 4tomo seleccionado Ax en el ultimo objetivo G, no es unificable con
ninguna sentencia del programa.

* Exito: el ultimo objetivo G, = 1.
Refutacion SLD

Es una derivacion SLD que tiene éxito. En este caso hemos podido demostrar que el conjunto
de clausulas resultado de unir la cldusula proveniente del objetivo (realmente, la negacion del
objetivo) y las sentencias del programa es insatisfactible.

Respuesta Computada 0 para P 0{G}
Una respuesta computada 0 para P 0 {G} es la composicion de 0y, ..., 8,, restringida a las
variables de G, donde 0, ..., 0, es la secuencia de mgu’s de una refutacion para P 0 {G}.
3.2.1.2.Independencia de la Regla de Computacion

Esta propiedad asegura que nuestras computaciones no dependen de como seleccionamos los
atomos en nuestros objetivos. Se formula de la siguiente forma:

“Dado un programa definido P y un objetivo G, tal que existe una refutacion para PU{G}
usando un regla de computacion C, entonces existird también una refutacion para P [J {G} usando
cualquier otra regla de computacion C".”

3.2.1.3.Propiedades del procedimiento de resolucion SLD

* Correcto: toda respuesta computada para P [1 {G} es una respuesta correcta para P []
{G}. Esto asegura que todo lo que computemos va a ser consecuencia logica.

* Completo: para toda respuesta correcta Opara P [0 {G} existe una respuesta
computada O para P [J {G} y una sustitucion [3 tal que:

0=ap
Esto nos asegura que todo lo que es consecuencia ldgica es posible computarlo.
Ejemplo
Sea P el siguiente programa definido:

p(X,y) < q(y)
q(a) <
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y sea el siguiente objetivo G = « p(z;, z)
Tomemos una refutacion SLD:

- secuencia de objetivos :
GOZ « p(ZI:» ZZ): Glz «— q(y)» G3:D

- secuencia de sentencias:
Si=p(x,y) « q(y), S==q(a)

- secuencia de mgu:
0= {z/x, z/y}, 0,= {y/a}

la respuesta computada de esta refutacion es:
0=0..0, = {z/x, z,/a}
que también es un respuesta correcta.
Tomemos ahora otra respuesta correcta 0= {z/a, z»/a}, es posible encontrar una sustitucion [3
= {x/a} tal que: a= O3
3.2.1.4.Arbol SLD

Dado un programa definido P y un objetivo definido G, el conjunto de todas las derivaciones
posibles para P [1 {G} se puede representar en un arbol definido de la siguiente forma:

a) cada nodo es un objetivo;
b) el nodo raiz es G;

c)si « AjO...0AO... OA, (n=1) es un nodo del arbol y si Ax es el dtomo
seleccionado por una regla de computacion, entonces para cada sentencia S de P de la
forma:

A <« B, 0O..0B; tal que 6= mgu(A, Ax)
el nodo tendra un hijo con la forma:
- A 0...0A OB O... 0B 0OA O... OA,B

d) los nodos que son la clausula vacia (CJ) no tienen hijos.

20
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Arbol SLD fallado finitamente

Sea P un programa definido y G un objetivo definido. Un 4rbol SLD fallado finitamente para
P 0 {G} es un arbol finito y que no tiene ramas de éxito

Equivalencias entre conceptos

- derivacion SLD = rama del arbol SLD

- derivacion SLD con éxito = rama del arbol SLD que termina en[]
(refutacion) (rama de éxito)
- derivacion SLD fallada = rama del arbol SLD finita que no termina [
(rama fallada)

- derivacion SLD infinita rama del arbol SLD infinita

Por tanto, podemos afirmar que:

Conjunto de refutaciones SLD

Conjunto de ramas de éxito del arbol SLD

Construccion de los arboles SLD: Regla de Computacion

Cada regla de computacion da lugar a un arbol SLD distinto (diferente geometria). Aun asi,
debido a la propiedad del SLD de Independencia de la Regla de Computacion que asegura que toda
refutacion se puede computar con cualquier regla, es posible afirmar que el conjunto de ramas de
éxito para distintos arboles SLD (construidos con diferentes reglas de computacion) es siempre el

mismo.

Ejemplo

Sea P el siguiente programa definido:

p(x, 2) < q(x,y) Up(y,z) 1
p(X, X) - 2
q(a, b) « 3

y sea G el siguiente objetivo — p(x,b). Vamos a construir dos arboles con diferentes reglas de
computacion
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Regla de Computacion = 1¢¥ atomo de la derecha

~ pxb
T e
- C(X,y) Dw’b) ,D
edto
Dys, zb / w
< oXX) goXy) y.b < gxb
/\ay/b’% Ixa
irfirita < LX) garb Ll
edto
X/a
~ C(Xia
fdlo
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Regla de Computacion: 1¢T atomo de la izquierda

~ pxb
D%, 2b Nb
- C(X, y) DW! b) ,.D
edto
Jxaylb
~ pb.b
I)%/b,2/b A%l
- (Kb1 Y) DJ(Y'1 b) D
fallo &ito

En los arboles se puede observar que el conjunto de ramas de éxito es el mismo en los dos.

Recorrido del arbol SLD: Regla de Busqueda

La regla de busqueda especifica la forma de recorrer el arbol SLD para encontrar las ramas de

éxito. Hay dos formas fundamentales:

* en profundidad: se pierde la completitud del procedimiento de resolucion SLD; y

* en anchura: se recorre por niveles el arbol (es muy costosa). Se mantiene la

completitud.

Prolog

Los Prolog’s que se encuentran habitualmente en el mercado tienen las siguientes

caracteristicas

* Regla de computacion: 1€T atomo de la izquierda.
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* Regla de busqueda: en profundidad.

3.2.1.5.Semantica Declarativa de los Programas Definidos

Dado un programa definido P, sabemos como computar objetivos y cudl es la teoria de 1¢
orden que la representa. Pero, ;qué significado tiene el programa P?. Para reponder a esa pegunta,
nos planteamos encontrar un modelo de esa teoria que sea “equivalente” a la teoria.

Antes se introducen algunos conceptos previos.

Universo de Herbrand

Dado un lenguaje de 1° orden L, el universo de Herbrand U, de L es el conjunto de todos los
términos base.

Base de Herbrand

Dado un lenguaje de 1 orden L, la base de Herbrand B, de L es el conjunto de todos los
atomos base que se pueden formar con todos los simbolos de predicado de L y todos los términos
de U,.

Interpretacion de Herbrand

Dado un lenguaje de 1° orden L, una interpretacion Herbrand I es un triplete (Ur, K, E)
siendo Uy el dominio de la interpretacion, K la asignacion a simbolos de constantes y a funciones
definida de la siguiente forma:

 cada constante de L — ella misma

* a cada funcién n-aria f se la asigna la siguiente funcion:
flti, ..., tn) — f(ti, ..., to)
i !
O Uy O UL

y, finalmente E es la asignacion a cada simbolo de predicado n-ario de un relacion definida sobre
Dr.

Como puede observarse de la definicion, las distintas interpretaciones de Herbrand que
existen, se diferencian Unicamente en las diferentes asignaciones E, o sea, en determinar qué
atomos base van a ser ciertos y falsos en la interpretacion. Por tanto una interpretacion puede
definirse como un subconjunto de By, y, conocer el valor de verdad de un 4tomo base en un
interpretacion de Herbrand se convierte en saber si pertenece o no al subconjunto de B. equivalente
a la interpretacion.

24
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Proposicion

Sea C un conjunto de clausulas, si C tiene un modelo, entonces C tiene un modelo de
Herbrand.

Modelo Minimo de Herbrand

Sea P un programa definido y sea {M;}in; el conjunto no vacio de modelos de Herbrand de P.
Entonces Mp = nioi Mi es también un modelo de P.

A My se le denomina modelo minimo de Herbrand.

Este modelo de Herbrand sera usualmente la seméntica supuesta del programa logico.

Ejemplo : Sea P el siguiente programa definido:
p(a)
p(b) —
1(x) < p(x)
t(x, y) < p(x) Ur(y)
s(c) «

y el siguiente lenguaje L = (A, F) donde
* constantes de A = {a, b, ¢}
* funciones de A = {}
» predicados de A = {p(.), r(.), t(.,.), s(.)}

entonces se puede afirmar que:
* el universo de Herbrand de L es:
U.={a, b, c}
* La base de Herbrand de L es:
BL = {p(a), p(b), p(c), r(a), r(b), r(c), s(a), s(b), s(c), t(a, a), t(a, b), ...}
* Cualquier subconjunto de B, es una interpretacién de Herbrand de P.
* Cualquier interpretacion de Herbrand de P que contenga al conjunto:
{p(a), p(b), s(c), r(a), 1(b), t(a,a), t(a,b), t(b,a), t(b,b)}
es un modelo de Herbrand de P

Teorema

Sea P un programa definido. Entonces Mp = {A I B.: P |= A}
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(Como podriamos, dado un programa definido P, obtener su M;?. Evidentemente la
definicion declarativa de Mp no nos dice mucho ya que para calcularlo deberiamos encontrar todos
los modelos de Herbrand del programa y hallar su interseccion, por ello vamos a dar una vision
constructiva de Mp para lo cual necesitamos algunas definiciones previas.

(Normalmente, por comodidad consideraremos que las interpretaciones estdn asociadas a los
programas y no al lenguaje subyacente a éstos. Utilizaremos por tanto Up para referirnos al
Universo de Herbrand de un programa, By a la base de Herbrand, etc.)

Conjunto de Interpretaciones de Herbrand
Dado un programa definido P, se define:
2= {conjunto de todas las interpretaciones de P (subconjuntos de Bp)}

que corresponde al conjunto de las partes de Bp.

Operador Consecuencia Ldgica

Sea P un programa definido, el operador consecuencia logica Tpr es una aplicacion con el
siguiente dominio y codominio:

Tp 2502
definida de la siguiente forma:
Sea I una interpretacion de Herbrand (subconjunto de Bp), entonces:

Te(I)={A [ Bp| A — A; ... A, es una instancia base de una sentenciade Py
{Al, .., A O1}

El operador consecuencia logica asi definido sobre 2tiene las siguientes propiedades:

* Es monotonico, es decir para cualquier par de interpretaciones de Herbrand de P, I, I,
se cumple:

sil; O I, entonces Te(Iy) U Te(I2)
* Existe una interpretacion de Herbrand I que es el menor punto fijo de Tp:
Te(D) =1
Teorema (Caracterizacion del Modelo Minimo de Herbrand)

Sea P un programa definido. Entonces:
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Mp = Ifp(Tr)

donde Ifp(Tp) es el menor punto fijo del operador Tbp.

Para computar el modelo minimo de Herbrand, empezaremos aplicando el operador
consecuencia logica al conjunto vacio, y repetiremos su aplicacion sobre la interpretacion obtenida
hasta llegar al punto fijo.

Ejemplo: (caso anterior)
Tp 11 = To(0) = {p(a), p(b), s(c)}

Te 12 =Tu(Te 1) = {p(a). p(b). s(c). 1(a), r(b)}

Te t° = To(Te 1°) = {p(a), p(b), s(c), r(a), r(b), t(a,a), t(a, b), t(b, a), t(b, b)} |

4
Tp 1 :TPT3

luego Tp t 3 es Ifp(Tp) y por tanto su Mp

Ejemplo: Hijo(h, p/m) Desc(d, a)
Programa Légico
P ={ Hijo(maria, juan) —,

Hijo(maria, dolores)
Hijo(dolores, pedro) «,
Hijo(dolores, mercedes)
Hijo(juan, josé) ,
Hijo(juan, isabel) «,

Desc(x,y) < Hijo(x,y)
Desc(x,y) « Hijo(x,z) Ll Desc(z,y)}

Tp 1 = {Hijo(maria, juan), Hijo(maria, dolores), Hijo(dolores, pedro),
Hijo(dolores, mercedes), Hijo(juan, josé), Hijo(juan, isabel)}

Tp 12 = {Hijo(maria, juan),Hijo(maria, dolores), Hijo(dolores, pedro),
Hijo(dolores, mercedes), Hijo(juan, jos¢), Hijo(juan, isabel),
Desc(maria, juan), Desc(maria, dolores), Desc(dolores, pedro),
Desc(dolores, mercedes), Desc(juan, josé¢), Desc(juan, isabel)}

Tp 13 = {Hijo(maria, juan), Hijo(maria, dolores), Hijo(dolores, pedro),
Hijo(dolores, mercedes), Hijo(juan, josé), Hijo(juan, isabel),
Desc(maria, juan), Desc(maria, dolores), Desc(dolores, pedro),
Desc(dolores, mercedes), Desc(juan, jos€), Desc(juan, isabel),
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Desc(maria, pedro),Desc(maria, mercedes),Desc(maria, jos¢),
Desc(maria, isabel)}

TpT4:TpT3

y por tanto Ifp(P)=Tp 1 = Mp.

NEGACION

Una limitacion que podemos destacar de los programas definidos, es su falta de expresividad
para determinadas ocasiones en las que son necesarios literales negativos en el cuerpo de una
sentencia de programa.

Ejemplo: Supongamos un programa que determina si dos conjuntos son diferentes:
diferente(x,y) — miembro (z,x) [J—~ miembro(z,y)
diferente(x,y) — — miembro (z,x) LI miembro(z,y).

La introduccion de literales negativos en el cuerpo de las clausulas sin embargo, no es trivial.

Con la regla de inferencia que hemos presentado en el punto anterior (procedimiento de
resolucion SLD) nunca podremos deducir informacion negativa. Para ser mdas precisos, si P es un
programa definido y A un atomo de la Base de Herbrand, nunca podremos probar que -A es
consecuencia logica de P. La razon es que P [ { A} siempre es satisfactible teniendo, entre otros, a
Bp como modelo.

Ejemplo: Sea P el siguiente programa definido:

estudiante(juan) «
estudiante(pepe)
estudiante(ana)
profesor(maria) —

y sea G= - estudiante(maria) un objetivo. Como hemos comentado antes, G no es consecuencia
logica de P. Sin embargo tampoco — G es consecuencia logica de P.

Hipotesis del Mundo Cerrado

Lo que se puede hacer en situaciones como la del ejemplo anterior, es invocar una regla
especial de inferencia: “Si un atomo base A no es consecuencia légica del programa, entonces
inferimos — A”. Esta regla de inferencia fue introducida por Reiter y se conoce como la “Hipotesis
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del Mundo Cerrado” (HMC). Con esta regla de inferencia, podemos inferir —estudiante(maria)
sobre la base de que estudiante(maria) no es consecuencia logica de P.

La HMC es un ejemplo de regla de inferencia no-monotoénica. Una regla de inferencia es no-
monotdnica si la insercién de un nuevo axioma puede disminuir el conjunto de teoremas que se
podian probar antes. En el ejemplo anterior, si afiadimos la cldusula estudiante(maria) —, ya no
podremos utilizar la para probar —estudiante(maria).

Sea P un programa para el cual la HMC es aplicable, y sea A un atomo de la Base de
Herbrand Bp y supongamos que queremos inferir —=A. Para poder utilizar la HMC debemos probar
que A no es consecuencia logica de P. Desafortunadamente, debido al problema de indecibilidad de
lo l6gica de primer orden, no hay algoritmo que, dado un atomo cualquiera responda en un tiempo
finito si A es o0 no consecuencia logica de P; si no lo es puede entrar en un bucle infinito.

Negacion como fallo

Por los problemas arriba mencionados, en la practica, la aplicacion de la HMC se limita a
aquellos 4tomos cuyo prueba falla finitamente. Esta restriccion, define otra regla de inferencia que
se denomina “Negacion como fallo (NF)" y que consiste en "inferir —A si y sélo si el intento de
inferir A falla finitamente”, si esto ocurre A pertenece al conjunto de fallo finito SLD de P que,
intuitivamente se define como sigue.

Para un programa definido P, el conjunto de fallo finito SLD de P, Fp es el conjunto de
todos los atomos A[IBp para los que existe un arbol SLD fallado finitamente para P[J{ — A}, es
decir un arbol SLD finito y sin ramas de éxito.

Comparacion Negacion como Fallo e Hipotesis de Mundo Cerrado

Ya que el conjunto de fallo finito es en general un subconjunto del conjunto de éxito de un
programa P (conjunto de atomos que son consecuencia logica de P), es facil apreciar que la
negacion como fallo es una regla de inferencia menos poderosa que la hipdtesis del mundo cerrado.
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- A inferidos porla

7 Ainferidos poHMC Negacién como fall

La Hipotesis del Mundo Cerrado de Reiter infiere cualquier dtomo negado que no sea

consecuencia logica de P (no es implementable) y sin embargo la Negacion como Fallo infiere,
comparativamente, menos.

Ejemplo
Sea P la siguiente programa definido:

p(x) < q(x,y) Up(y)
q(a, b) «

q(b, a)

q(c, ¢)

p(b) «
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entonces su Bp se puede dividir como se ve en el diagrama:

si asignamos a la negacion una semantica por Fallo Finito, existe un atomo, p(c), sobre el cual no se
puede decir ni que es consecuencia ldgica ni que su negacion lo sea.

Sin embargo, aunque ahora podriamos tener objetivos con literales negativos en un programa
que serian tratados por la regla de la Negacion como fallo, todavia no podemos afirmar que un
literal A es consecuencia logica de P, siendo P un programa. El problema sigue siendo el mismo,
ya que P OO {A} tiene siempre, entre otros, a la Base de Herbrand como modelo y es por tanto
satisfactible. La razon de este comportamiento es que, las sentencias de programa sélo contienen la
definicion de los predicados en un sentido (). Para poder deducir informacion negativa de un
programa debemos pues completar estas definiciones es decir, el conjunto de sentencias que tienen
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el mismo simbolo de predicado en la cabeza, se debe interpretar como la definicion completa de
dicho predicado en P.

Ejemplo: En el programa de los estudiantes deberiamos afiadir una sentencia que
exprese que so6lo son estudiantes juan, pepe, y ana:

estudiante(x) — (x=juan) [J (x=pepe) Ll (x=ana)

de manera que anadiendo también los axiomas de la igualdad necesarios, ya podriamos deducir que
—estudiante (maria) es consecuencia logica de P [ {estudiante(x) — (x=juan) U (x=pepe) U
(x=ana)}.

Complecion de un Programa

La complecion de un programa se obtiene afiadiendo a P los axiomas de complecion para cada
predicado del lenguaje subyacente junto con la teoria de la igualdad (estos tltimos son necesarios al
aparecer el predicado igualdad en los axiomas anteriores).

Dado un programa P llamamos complecion del programa comp(P) al programa P completado
segun se muestra a continuacion.

Para cada simbolo de predicado del lenguaje L existird un axioma de complecion que definira
lo que es falso en ese predicado. Para definir estos axiomas distinguiremos dos casos:

1) Existen sentencias en el programa P cuyo dtomo de cabeza es el predicado p
Sea la siguiente una de esas sentencias:
p(ti, ..., t,) « F
se transforma de la siguiente forma:
P(Xiy ooy Xn) < Oyiyeeny, Oym (5(x1, t1) O...O0=(Xp, ta) OF)
donde yi,..., ym son las variables libres en F.

Supongamos que existen k (k=1) sentencias con el predicado p en la cabeza. Se transforman
todas ellas de la forma anterior, con lo cual tenemos:

p(X1, cees Xn) — E1
p(Xl, cees Xn) — Ek
donde E; tiene la forma general

E= Eb’l,-u, [b’m(:(xl, til) ... D(Xn, tin) DFI)

32



3.2.3.

33 Logica y bases de datos

El axioma de complecion para p es el siguiente:

OX1y eeey OXn (P(Xi15 o005 Xn) - (Eq U... UEY)

b) En P no existe ninguna sentencia con el predicado p en la cabeza

Intuitivamente esto quiere decir que en p no hay nada cierto. Esto se representa con el
siguiente axioma de complecion:
X1y eeey OXn (7 P(Xiy oeey Xn))

Teorema

Sea P un programa definido, G un objetivo definido y O una respuesta para P [ {G}.
Entonces 6 es una respuesta correcta para comp(P) [ {G} si y s6lo si es una respuesta correcta de
P O {G}.

Este resultado establece la equivalencia entre P y comp(P) a nivel de consecuencias ldgicas
positivas:

AOBp (P FA o compP)FA)

El trabajar con la complecion de P da sentido a los 4&tomos negativos que se pueden inferir
con la regla de la negacion como fallo: “Si ALIBy pertenece al conjunto de fallo finito de P (A [J
Fr) entonces comp(P) F- A”

ProGrRAMAS NORMALES

Los programas normales incrementan la capacidad expresiva de los definidos al permitir
literales negativos en el cuerpo de las sentencias de programa.

Programa Normal

Es un programa cuyas sentencias de programa son sentencias normales:

Sentencia Normal
Una sentencia normal tiene la siguiente forma:

A «— L]D...DLn

donde A es una atomo y L4, ..., L, es una conjuncion de literales.
Objetivo Normal
Un objetivo normal tiene la forma — L, ... UL, donde L4, ..., Ly es una conjuncioén de

literales.
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Procedimiento de Resolucion SLDNF

SLDNF = SLD + Negacion como Fallo

La idea de este procedimiento de resolucion es que dentro de una derivacion se podra inferir
un literal negado si éste estd en el conjunto de fallo finito (o sea, existe un arbol fallado finitamente
con este atomo como raiz).

Utilizando el procedimiento de resolucion SLDNF podemos ampliar la expresividad de
nuestros programas y objetivos introduciendo la negacion.

Vamos a ver las definiciones analogas a las del procedimiento de resolucion SLD.

Respuesta

Sea P un programa normal y G un objetivo normal. Una respuesta O para P [1{G} es una
sustitucion de las variables de G.

Respuesta Correcta

Sea P un programa normal, — L, [J... [0 L, un objetivo normal y 0 una respuesta para P [
{< L, 0... OL,}, entonces O es una respuesta correcta para P [J {—~ L, ... OL,} siy solo si
comp(P) = O((L:0... OL,)0)

Derivacion SLDNF

Sea P un programa normal y sea G un objetivo normal. Una derivacion SLDNF de PLI{G}
consiste en:

* una secuencia de objetivos normales Gy, Gy, ... donde Go=G;
* una secuencia de variantes de sentencias de P, S, S, ...; y
* una secuencia de mgu 0y, 0,, ...

que satisfacen lo siguiente:

1) para cada i:

1.1)siGi= « L 0... OLcO... ULy y el literal seleccionado Ly es positivo, entonces Gi:; se
deriva de G;y Si:1 usando ;1

1.2)siGi= « Ly0... ULy O... ULy y el literal seleccionado Ly = —Ax (d&tomo base) y existe
un drbol SLDNF fallado finitamente para P [ { — Ay}, entonces:
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*Givu=« Li0...0Le ULk O... OLy;
* 0.1 = € (identidad); y
* Sis1 = 7Ax
2) si la secuencia de objetivos es finita Gy, ..., G,, entonces se cumple una de estas condiciones:
2.1) el ultimo objetivo es G,= . A esta derivacion se la denomina refutacion SLDNF.

2.2) el altimo objetivo es G, = « L, ... ULy U... OL,, se selecciona el literal Ly positivo y
no unifica con ninguna sentencia de P. A esta derivacion SLDNF se la denomina derivacion
fallada.

2.3) el ultimo objetivo es G, = « L, U... DL O... O Ly, se selecciona el literal Li=—Ax (Ax
es base) y existe una refutacion SLDNF para P [ { — Ai}. A esta derivacion SLDNF se la
denomina derivacion fallada.

Respuesta Computada

Sea P un programa normal y sea G un objetivo normal. Una respuesta computada 0 para P [
{G} es:

0=0,0, ... 6, restringida a las variables de G

donde 6,6, ... 6, es la secuencia de sustituciones usadas en una refutacion SLDNF para P [0 {G}.

Arbol SLDNF

El conjunto de derivaciones SLDNF que parten de un mismo objetivo se pueden representar
mediante un arbol, de forma analoga a como haciamos en el procedimiento de resolucion SLD.

Sea P un programa normal y sea G un objetivo normal. Un arbol SLDNF para P [J {G}
satisface las siguientes condiciones:

a) cada nodo es un objetivo normal
b) el nodo raiz es G

c)sea « L, 0... DL U... 0Ly (m21) un nodo no terminal. Entonces se cumple una de estas
afirmaciones:

c.1) el literal seleccionado Li= Ay, entonces por cada variante de sentencia de P, A « M, ... [
Mg tal que existe un mgu 8 = mgu(A, Ay), existe un hijo:

e (LO...0Lu OM, O...OM, 0L, O... OL.)8
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c.2) el literal seleccionado L= —Ay (dtomo base) y existe un arbol SLDNF fallado finitamente
para P [ { — A}, entonces tiene un Unico hijo

~ Li0... 0L OLin O... ULy

d)ysea « L, ... UL« O... 0Ly (m=1) un nodo terminal. Entonces se cumplen una de estas
afirmaciones:

d.1) el literal seleccionado Ly es positivo y no unifica con ninguna sentencia de P.

d.2) el literal seleccionado L= — Ay (d&tomo base) y existe una refutacion SLDNF para P [ {
Ax}

e) los nodos que son [ no tienen hijos.

Ejemplo: Sea el siguiente programa P:

1 p(x) — q(x) Ur(x) 2p(x) « t(x)
31(x) « s(x) 4 q(a) ~

y sea el objetivo normal « p(x). El arbol SLDNF con regla de computacion “el 1° de la izquierda”
es el que se muestra a continuacion:
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< pX
D / %
<o) Ohr) )
Apm’b Hxlc
- 1@ ) 0
‘ fdla éito
O
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<19 <10
JXla 3xXb ‘
- 499 (o)
fdla
@ ‘
Ald SDNF
FF D
éito
Rfutadin 3 DNF

Limitaciones de la Regla de Computacion

En una derivacion SLDNF no se puede seleccionar en ninglin objetivo un literal negativo no
base.
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3.2.4.1.Regla de Computacion Segura
Una regla de computacion es segura si'y solo si:
a) nunca selecciona un literal negativo no base; y

b) si en una derivacion se produce un objetivo de la forma — L, ... 0Ly, tal que Ui L; es un
literal negativo no base entonces la computacion se detiene. A esta situacion se la
denomina tropiezo.

Ejemplo: Sea P el siguiente programa normal:
p « 7 q(x) Or(x)
q(a) <
r(b) <

y sea G el siguiente objetivo normal — — p. Supongamos que se utiliza una regla de computacion
no-segura que selecciona el 1° de la izquierda.

éxito

arbol SLDNF f.f.
<~=qg(¥ drx)

falla -

< q(

xl/a

éxito
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y sin embargo comp(P) |#—p. O sea que utilizando una regla de computacion no-segura se pierda la
correccion del procedimiento de resolucion SLDNF.

3.2.4.2.Propiedades del SLDNF

- Correcto: sea P un programa normal y sea G un objetivo normal. Si 8 es una respuesta
computada para P [ {G}, entonces 0 es una respuesta correcta para comp(P) [ {G}.

- No _completo: dado un programa normal P y un objetivo normal G existen respuestas
correctas O que no pueden ser computadas por el SLDNF.

Ejemplo:

Sea P el siguiente programa normal

1‘<—p
r « 7P

p<p
y sea G el siguiente objetivo normal — r. Se puede ver facilmente que comp(P) |~ r, pero todo arbol
SLDNF para P [ { ~ r} es infinito sin ramas de éxito.
3.2.4.3.Clases de Programas Normales
La incompletitud del SLDNF esta provocada por:
- Tropiezo: se detiene la computacion.

- Negacion + Recursion: la existencia de ramas infinitas provoca el no poder deducir
consecuencias logicas.

Vamos a definir subclases de programas normales que por su forma eviten estos problemas.
En concreto presentaremos los programas permitidos, jerarquicos y estratificados.
3.2.4.4.Programas Permitidos (no tropiezo)

Antes de definir esta clase de programas normales es necesario dar unas definiciones previas.

Sentencia admisible

Una sentencia de programa normal A — L; UJ... JL, es admisible si cada variable de la
sentencia o aparece en la cabeza A o en algun literal positivo del cuerpo.
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Sentencia permitida

Una sentencia de programa normal A — L; ... L, es permitida si cada variable de la
sentencia aparece en un literal positivo del cuerpo.

Objetivo permitido

Un objetivo normal —~ L, ... [JL, es un objetivo permitido si cada una de sus variables
aparece en un literal positivo.

Programa Permitido

Un programa normal P es permitido si cada sentencia de P es permitida.

Programa con un objetivo P [1 {G} permitido
Un programa y un objetivo, P [J {G}, es permitido si se cumplen las siguientes condiciones:
1) cada sentencia de P es admisible.

i1) si un simbolo de predicado p aparece en un literal positivo en G o en el cuerpo de alguna
una sentencia de P, entonces toda sentencia de P en la que p aparece en su cabeza debe ser
permitida.

ii1) G es permitido.
Ejemplo

Sean P, y P, dos programas normales

P;= p(x) « qx) U~ r(x) P, = p(x) « q(x) O~ 1(x)
q(x) < (X, y) q(x) « (X, y)
t(a, a) « s(x)
t(a, b) « t(a, a) «
t(a, b) ~

P, es un programa permitido, por tanto con cualquier objetivo permitido, el programa y el
objetivo serd permitido.

Sin embargo, P, no es permitido y es posible que aunque el objetivo sea permitido, el
programa y el objetivo no lo sea. (p. e. «s(x) U~ p(x)).
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Teorema
Sea P un programa normal y sea G un objetivo normal. Si P J {G} es permitido entonces:
a) ninguna computacion de P [J {G} tropieza; y
b) cada respuesta computada de P [J {G} es una sustitucion base de todas las variables del
objetivo G.
3.2.4.5.Programas Jerarquicos y Estratificados (Negacion + Recursion)

El otro problema que puede provocar la incompletitud del procedimiento de resolucion
SLDNF es la presencia de Recursion en el programa en términos de Negacion. En un intento de
evitar este problema definiremos dos clases de programas: Programas Jerarquicos y Estratificados.
Para ello es necesario previamente introducir un concepto nuevo:

Aplicacion de Nivel
Una aplicacion de nivel AN es una aplicacion definida como sigue:
AN : simbolos de predicados — Naturales

de forma que para cada predicado p, le asigna un natural (o sea, AN(p) = n) que se denomina nivel
del predicado p.

Programa Jerarquico

Un programa normal P es jerdrquico si existe una aplicacion de nivel AN tal que dada
cualquier sentencia de P de la forma:

p(X1, ..., Xm) « Ly 0... 0L,

se cumple que Ui, AN(p) > AN(pi), donde pi, ..., p. son los simbolos de predicados de Li, ..., L,.
Esto quiere decir que se prohibe la presencia de recursion en el programa.

Programa Estratificado

Un programa normal P es estratificado si existe una aplicacion de nivel AN, tal que para
cualquier sentencia de P, de la forma:

p(Xl, ...,Xm) — L1 ... DLn
se cumple que:

1) AN(p) (AN(pi) para todo L; = pi(ti, ..., tr)
i1) AN(p) > AN(p;) para todo Li= —pi(t, ..., t1)
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Esto quiere decir intuitivamente que en esta clase de programas no se puede darse recursion
en términos de negacion.

Ejemplo
P1 = p(x) < q(x) U~ r(x) Py = p(x) « ~r(x) Up(x)
q(x) < ~t(x) 1(x) < q(x)
t(a) « q(a) <
1(b) q(b)
Jerarquico Estratificado

3.2.4.6. Teorema (Completitud del SLDNF para Programas Jerarquicos)

Sea P un programa jerarquico, sea G un objetivo normal y sea C una regla de computacion
segura. Si P [ {G} es permitido entonces:

“toda respuesta correcta 8 para comp(P) [J {G} y sustitucion base de todas las variables de G
es una respuesta C-computada para P [ {G}”.
3.2.4.7.Semantica Declarativa de los Programas Normales

En los programas definidos sabemos que M, nos da la semantica adecuada (para la
informacion positiva) y ademas el operador Tp define este modelo constructivamente.

., Se puede aplicar lo mismo en programas normales?. La respuesta en este caso es no. En
programas normales surgen (debido a la negacion) tres problemas nuevos:

1) Inconsistencia de comp(P): debido a la presencia de recursion en términos de negacion es
posible que la complecion de un programa sea inconsistente (es decir, no tenga modelo).

2) Tr_es no-monoténico: debido también a la negacion el operador consecuencia inmediata ya

no es monotonico, con lo cual no se puede aplicar la Teoria del Punto Fijo para localizar este
modelo minimo.

3) Existencia de varios modelos minimos: al introducir la negacion en el programa perdemos
la unicidad de modelo minimo.

Veamos unos ejemplos de estos tres problemas.
Ejemplo:
Sean P, P,y Pstres programas normales:

Pi=p(x) « ~p(x) P, = p(x) « —q(x) Ps= p(a) « —q(a)
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q(a) < q(a) < qb) ~
q(b) ~ r(b)

Es facil ver que comp(P)) es inconsistente, o sea, no tiene ningiin modelo.

También es sencillo observar que en los dos programas Tr es no-monotoénico. Veamoslo en
Pzi

Tp)y=Tpt ' = {p(a), p(b), q(a), r(b)}
Tpt? = {q(a), p(b),x(b)}

De P; se pueden encontrar dos modelos minimos:
M. = {p(a), q(b)} M= = {q(a), q(b)}

por tanto para programas normales no existe un modelo minimo My, tal y como se definid para
programas definidos

M= Nior M;
ya que se puede observar que M; N M, no es modelo de Ps.
Teorema

Sea P un programa normal, si P es estratificado entonces comp(P) tiene un modelo minimal
de Herbrand (Modelo Estandar o Perfecto MSp)

Por tanto sabemos que la complecion de los programa estratificados es consistente.

3.2.4.8.Semantica Declarativa por Modelo Estandar en programas Jerarquicos

Sea P un programa normal, si la negacion aparecen en alguna sentencia de P entonces no
existe un unico modelo de Herbrand minimal.

Veamoslo en un ejemplo:

P= p(x) < qx y) O ty)
q(a, b) «
q(b, a)
t(b)

es posible encontrar dos modelos minimos, que son:
M, = {q(a, b), q(b, a), t(b), p(b)}

M2 = {q(a’ b)a q(bs a)a t(b)a t(a)}
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Vamos a analizar cada uno de estos modelos, observando las posibles instancias de la primera
sentencia del programa:

p(@) < q(a,a) O ~t(a)
p(a) « q(a,b) O —t(b)
p(b) « q(b,a) U ~(a)
p(b) « q(b,b) O —t(b)

A W N =

claramente la diferencia de los dos modelos viene provocada por la instancia 3. Veamos que sentido
le da cada modelo a esta instancia:

* Modelo M;: este modelo afirma que p(b) es cierto, lo cual corresponde con lo que se podria
denominar “Semantica razonable”, ya que nada induce suponer que t(a) sea cierto.

* Modelo M,: este modelo afirma que t(a) es cierto, por tanto p(b) no puede serlo, y, sin
embargo, no existe nada en el programa que justifique esta afirmacion.

El modelo M, coincide con el Modelo Estandar o Perfecto, que proporciona la semantica
razonable de programas normales:

M, = {q(a, b), q(b, a), t(b), p(b)} = MS;

Ahora nos queda un problema pendiente: ;cmo podemos caracterizar el Modelo Estandar de
un programa P, MSp?. O sea, tenemos que definir este modelo de una forma constructiva, tal y
como haciamos con el Modelo Minimo en programas definidos.

Caracterizacion de MS, mediante el operador TP en Programas Jerarquicos

En los programas jerarquicos (en general en normales) esta caracterizacion no es posible
realizarla directamente, ya que el operador Tp no es monotonico. Veamoslo en la siguiente
programa P:

p(x) < q(x,y) U~ t(y)

t(y) < s(y)

q(a, b)

q(b, a)

s(b) <
Las sucesivas aplicaciones del operador Tp son:
Tpt ' = {qa, b, q(b, 2), s(b)}
Tp1> = {q(a, b), q(b, a), s(b), t(b), p(a), p(b)}

Tpt> = {q(a, b), q(b, a), s(b), t(b). p(b)}
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3
Tpt 0 Tpt

Con lo cual no alcanzamos el punto fijo del operador Tp. Viendo las aplicaciones del
operador y si nos fijamos en Tpt 2, el problema consiste en que en esta aplicacion, p(a) aparece
“demasiado pronto”, dicho intuitivamente. O sea, se empieza a deducir hechos de p cuando todavia
no se han deducido los hechos de t que pueden impedir que aparezcan estos primeros.

En programas estratificados se puede demostrar que si el operador Tp se aplica sucesivamente
a los niveles de P, entonces Tp es monotdnico y, por tanto, tiene punto fijo. Ademas:

MSp = Ifp(Tp) (aplicado por niveles) |

Aplicacidon de nivel

p nivel 2 P,

/ t nivel 1 P,

é S nivel 0 P()

La aplicacion del operador Tr se realiza sucesivamente en cada uno de los niveles del
programa jerarquico (una vez en cada nivel, ya que el programa es jerarquico). De forma que el
punto fijo del nivel i sirve de interpretacion inicio para el nivel i+/. Vedmoslo en el ejemplo:

Tp 1 (0) = {qa, b). (b, ), s(b)}

1 0
Tpyt =Tp,! lfp(TPo)

Tp, 1 (p(Tpy)) = {q(a, b). (b, a). s(b)} 0 {t(b)}
Tp 1= Tp 1" Ifp(Tp,)

Tp,1 ° (Ifp(Tp)) = {q(a,b), q(b,a), s(b), t(b)} U {p(b)}

1 0
Tp,1 = Tp,1 1fp(Tp,)
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De forma que el modelo estandar del programa coincide con el punto fijo del nivel méximo
del programa.

MSp=Ifp(Tppivel maximo))=14(a.b).q(b,a),s(b), t(b),p(b)}

Teorema
Sea P un programa jerarquico. Entonces se cumple que:
MS, = {A UBp| comp(P) = A}
Semantica Declarativa por Modelo Estandar en Programas Estratificados

En los programas estratificados tampoco es posible la caracterizacion del modelo estandar por
punto fijo del operador consecuencia inmediata Tp, ya que también esta presente la Negacion. Pero
ademas la presencia de Recursion podria hacernos pensar que este problema se agrava.

Sea P el programa estratificado siguiente:
p(x) < q(x,y) U~ t(y)
t(y) < q(y, z) Ot(2)

t(y) < s(y)
q(d,e)
q(da a) -
q(a, d) «
s(e) «
Aplicacion de nivel
Dy nivel 2 P,
-y
\ t v nivel 1 Py
+ / +
q s nivel 0 Py
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La aplicacion del operador T se realiza sucesivamente en cada uno de los niveles (en estos
programas posiblemente varias veces en cada nivel, debido a la presencia de recursion), de forma
analoga a los programas jerarquicos. Veamoslo:

Tpyt °(0) = {a(bo). a(de), q(a.d), g(d.a), s(e)}

1 0
Tpyt =Tpy! 1fp(Tp,)

Tp, 1 (p(Tpy) = {a(b.c). a(d.e). qad). q(da). s(e)} O {t(e)}

Tp, 1 = {a(b.0).q(de)a(a.d).q(da)s(e)(e)} O {td)]

Tp,1° = {a(b.0).q(d.e)q(a.d)a(da).s(e)()()} T {t(a)}

Tp,1°=Tp1° Ifp(Tp,)

Tp,1 O(lfp(Tpl))={q(b,c),q(d,e),q(a,d),q(d,a),s(e), t(e), «d), (@)} U {p(b)}
Tp,1 1o Tp,1 0 lfp(sz)

De forma que el modelo estdndar de los programas estratificados también coincide con el
punto fijo del nivel maximo.

MS; = Ifp(T)={q(b,c), q(d.e), q(a.d), q(d,a), s(¢), t(e), t(d), t(a), p(b)}

En programas estratificados no se puede enunciar un teorema analogo al torema anterior, esto
quiere decir que puede existir un programa estratificado P tal que:

a) AOMS, y comp(P) [ZA
b) CLr= {A UBp| comp(P) = A}, CLp no es modelo de comp(P)

Ejemplo
Sea P el siguiente programa estratificado:
p(x) — q(x,y) U~r(y)
1(x) « 1(x)
q(a,b)
q(b,a)

MSP = {q(a’b)a q(b’a)’ p(a)’ p(b)}
CLr = {q(a,b), q(b,a)}

Se puede observar que CLp, no es modelo de comp(P) y ademas que p(a) y p(b) no son
consecuencias logicas de comp(P).
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3.2.5. ProGraAMAS GENERALES

Vamos a definir en este apartado los programas que tienen la forma mas general. Veremos
que como la semantica procedural a utilizar es la que proporciona el procedimiento de resolucion
SLDNF, sera necesario transformar estos programas a otros normales “equivalentes”.

Veamos algunos conceptos previos:

Sentencia General
Una sentencia general tiene la forma siguiente:
A~ F

donde A es un atomo y F es cualquier fbf.

Programa General

Un programa general es un programa cuyas sentencias son generales.

Objetivo General
Un objetivo general tiene la forma siguiente:
~F
donde F es cualquier féormula bien formada.

La semantica procedural para los Programas Generales la va a seguir dando el procedimiento
de resolucion SLDNF (aplicable a programa normales), es necesario por tanto realizar una
transformacion :

Prog. General [0 Obj. General U Prog. Normal [] Obj.Normal

Transf.

esta transformacion debe poseer “buenas propiedades”. Es decir, que lo que se derivaba del
programa general se derive del normal y solamente eso.

3.2.5.1.Algoritmo de Lloyd
Sea P un programa general y sea G un objetivo general con la forma siguiente:

= « F(Xl, ...,Xn)

48



49  Logica y bases de datos
donde xi, ..., X, son las variables libres de G.
Primero vamos a normalizar el objetivo construyendo el siguiente objetivo normal:
G’ = < respuesta(x, ..., Xn)
donde respuesta es un simbolo de predicado que no aparece en el programa original P.
Ahora construyamos el programa general intermedio P”, afiadiéndole la siguiente sentencia:
P”= {respuesta(xy, ..., X,) « F} [ P
siendo posible demostrar que:
0 es respuesta correcta para comp(P) O {G}
siy solo si
0 es respuesta correcta para comp(P”’) [0 { — respuesta(xi, ..., Xn)}

Ya hemos, por tanto, normalizado el objetivo. Ahora solo nos resta normalizar el programa
general P” a un programa normal P’, donde sea posible utilizar el procedimiento de resolucion
SLDNF.

Vamos a ver un conjunto de transformaciones que a partir de un conjunto de sentencias de
programa generales permiten obtener un conjunto de sentencias de programa normales:

1. Sustituir 4 « W, LL...0W., O~ (VOW) OW,., L. OW,

por A<—W1 D...DWHD_‘VDWiﬂ DDWn
y por AW O.0OW,O-WOW, O...0W,

2. Sustituir 4 « W, O..O0W.; O0k,...Oxe W OWiey O..0OW,
por A« W, O..0Wi O-Ox... O (-W) OWiy O..OW,
3. Sustituir A « W, O..0W., O- k... W OWi., O..OW,
por A W, 0..0Wo O,...0k W) OWiy O...OW,
4. Sustituir A < W, O..OW., OV < W) OWs, O..OW,

por AW O.OW,0VIOW, O..0W,
y por A« W, O..OW, O-WOW;, O..0W,

5. Sustituir 4 W] DDVV,] []— (V — VV) DVVHI DDWn

por A« W, L..OW;, O-VIOWOW;, L..OW,
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6. Sustituir 4 — W, LL..O0W., OV OW) OW,iy LL..OW,

por A~ W L. .OW, OV OW;, U...0W,

y por AW 0O.OW, OWOW,, O...0W,
7. Sustituir 4 « W, LL..OW., O~V OW) OW,ey LL..OW,

por AW 0..0W,0O0=-VO-WOW, O...0W,
8. Sustituir 4 « W, L..00W:i; O— (—W) Wiy LL..LOW,

por A« W, O..0OW, OWOW;, O...0W,
9.Sustituir 4 « W, LL..0OW;; 0% ke W OWiiy L1 OW,

por A« W, L. .OWi, OWOW, O..0OW,
10.Sustituir 4 « W, L. OWiy 0= (k... e W OWiy LW,

por A« W, O..0W,, Opy, ..., ym) OWiq O...0W,

y por P(Yi, -ovy Ym) < [Ki...[Ke W
donde yi, ..., ym son las variables libres de [k;...[xy W y p es un nuevo simbolo de predicado.

Dado un programa general P, el algoritmo de Lloyd aplicado a P termina en un numero finito

de pasos dando como resultado un programa normal P’.

Equivalencia entre Py P’

Sea F una formula que s6lo contiene simbolos de predicados de P. Entonces se cumple que:

comp(P) = F < comp(P’)|=F

O sea, queda asegurada la equivalencia entre el programa original P y el normalizado P’.

Ejemplo
Sea P el siguiente programa general:
p(x) « Oy Oz (q(x,y:2) ~ 1(x,y))
q(xy,z) < (t(x,y) Uv(z))
r(a,b)
r(a,c) «
t(c,a) «
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v(d) <
Pasos de normalizacién

2. p(x) « =y [z ~(q(xy,2) - 1(xy))

10.  p(x) « —aux(x)
aux(x) « Ly [z ~(q(x,y,2) - 1(x,y))

9. aux(x) « (q(Xova) - I'(X,y))
5. aux(x) « q(x,y,z) 0r(xy)

Con lo que finalmente obtendremos la siguiente programa normal P’:

p(xX) « —aux(x)

aux(x) < q(x,y,z) U—-r(x,y)
q(x,y,z) < t(x,y) Uv(z)
r(a,b) ~

r(a,c) «

t(c,a) «

v(d) «
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