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Abstract: Presentamos una muestra de nuestro trabgo de grado mediante la
exposicion del software titulado Razonando con colores, resultado de la
implementacion de la teoria presente en un articulo elaborado por profesores
investigadores del Departamento de Matematicas de la Universidad Pedagogica
Nacional, que lleva & mismo nombre?; cuyo fin es facilitar e estudio de operaciones
en una logica con més de dos valores de verdad, €l proceso de representar dichas
operaciones para, a partir de diversos gemplos, conjeturar y comprobar tautologias,
en particular aquellas que son vdlidas en logica bivalente, sin necesidad de disefiar
tablas de verdad, economizando agoritmos dispendiosos y permitiendo asi, dedicar
més tiempo ala formulacion y comprobacién de hipotesisy d andlisis de resultados.

Resumen:

Antes de presentar €l software en si mismo, es necesario dar a conocer e fundamento
tedrico que lo sustenta, por lo cud dividiremos € resumen en dos partes a saber:
Contenido matemético y descripcion del software.

2 DONADO, A.,LUQUE, C; PAEZ, J. (1999) Razonando con colores, En: Revista TED, Universidad
Pedagogica Nacional, Bogota



|. Fundamento matemético.

En & estudio de la légica clésica se utilizan los diagramas de Euler-Venn para
representar conjuntos y las operaciones fundamentales entre ellos (unidn,
interseccidn, diferencia’y complemento), en cada uno de estos diagramas se usan dos
colores sin importar cuades sean éstos, lo importante es que sean claramente
distinguibles y que tengamos definido cudl usaremos para representar un subconjunto
del referencial y usar el otro para representar su complemento.

Inicialmente, estableceremos los elementos con los que representaremos a los
subconjuntos de un conjunto donde la relacion de pertenencia tiene mas de dos
valores de verdad y definiremos operaciones entre ellos, en una légica con tres
valores de verdad. Para ello, lo primero que definiremos es una gama de tres tonos de
un mismo color, alacual Ilamaremospaleta (Figura 1); y posteriormente definiremos
una relacion de orden entre ellos que le dé a conjunto, estructura de reticulo, 1o que
es basico para definir las operaciones. Una vez definida la gama de tonos,
escogeremos la hoja o lienzo (Figura 1), pintada de la tonalidad més clara posible,
presente en la paleta, sobre la que representaremos |os conjuntos y nos servira como

universo de referencia

Paleta Lienzc

Figura 1
Al resultado de asignarle a cada uno de los puntos del lienzo un tono de la paeta le

[lamaremos una 3-pintura.
1. Construccion de 3-pinturas

Para nuestro estudio, generaremos 3 pinturas mediante dos procedimientos basicos:
1) Coloreando cada uno de los puntos del lienzo de manera arbitraria. Asi:

e
ml »

Figura 2
2) Estableciendo un conjunto de instrucciones que nos indique de qué color
debe ser cada uno de los puntos del lienzo. Dos g emplos son:




V F
Figura 3

En la 3-pintura marcada con V se le asigna a cada punto del lienzo €l color mas claro
posible y ala marcada con F € color més oscuro, de la paeta definida

2. Orden entre 3-pinturas

Definiremos una relacion de orden en un conjunto de tonos de un mismo color (estos
tonos, no necesariamente tienen que ser de un mismo color; pero lo consideramos
conveniente para facilitar los gemplos y la comprension) y con esto definiremos la
relacion de orden entre 3-pinturas; sin embargo, antes de ello presentaremos algunas
nociones bésicas de la teoria de conjuntos lo cual servird como sustento matematico
de lateoria a desarrollar en este escrito: Operaciones entre 3-pinturas.

2.1 Reticulo

Sea B un conjunto ordenado, decimos que B es un reticulo s para todo X, y que
pertenecen aB existe sup{x, y} einf{x,y}.

Ejemplos:

1. (P(X),l ) esun reticulo cuyo e emento minimo, notado 0, es & conjunto vacio
y elemento maximo, notado 1, es X.

2. Si notamos con O, € vaor de verdad “falso” y con 1, € vaor de verdad
“cierto”, 2= {0, 1} y se dice que este conjunto es un reticulo, por que tiene 2
elementos; uno minimo (0) y otro maximo (1 ).

3. (T, £) donde T es un conjunto de tonos de un mismo color y £ es larelacién
“ser mas oscuro o igual &, es un reticulo. Graficamente, presentamos un
gjemplo de este reticulo en tres pinturas por ser € objeto de nuestro estudio.
Sea T un conjunto de tonos ordenado ascendentemente, del mas oscuro a mas

claro; asi:
T={H, N "}
Veamos que para todo par de elementosx,y T T existensup{x, y} einf{x, y}:
sup{ll, m} =l inf(l, B} =N
sup{ M, "} = inf(l, "} =1
sup{ M, "} = inf{l, ©} =N



2.2. Definicion de la relacion de orden entre 3-pinturas:.

Para definir el orden entre 3pinturas estableceremos como condicién que éstas sean
construidas con la misma paleta.

En & gemplo anterior demostramos que una gama de tonos de un mismo color es un
conjunto ordenado por una relacion definida por € enunciado formal “ser mas oscuro
o igual &; entonces, s A y B son dos tres-pinturas construidas con las condiciones
expuestas en € parrafo anterior, se dice que

A esmenor oigual aB s y solo s cada punto de A es mas oscuro o igual asu
correspondiente en B.

Ejemplos:
L
2.
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i W
; L/Jilgi i
-

3. Operaciones ertre 3-pinturas

Una operacion entre dos 3-pinturas, A y B, define la instruccion o conjunto de
instrucciones con las que va a ser construida una tercera 3pintura que Ilamaremos
A*B en donde * es la operacion mencionada, con el orden lineal expuesto antes.

La paleta y € lienzo con los cuales haremos los gemplos posteriores son los
presentados en la Figura 1.

3.1. Unién entre 3 pinturas
Sean A y B, dos 3pinturas construidas con la misma gama de tonos. La unién entre
Ay B notada AU B, se define asi: a cada punto x de AU B lo pintamos del tono

sup{ab}, donde ay b son los colores de los puntos correspondientesa xen A 'y en B
respectivamente.



Ejemplo:

1 Kl

3.2. Interseccion entre 3-pinturas

AUB

Sean A y B, dos 3pinturas construidas con la misma gama de tonos. La unién entre
A y B notada AUB, se define asi: a cada punto x de AUB lo pintamos dd tono
inf{a,b}, donde a'y b son los colores de los puntos correspondientesax en A 'y en B

A
\
__d

respectivamente.

Ejemplo:
.
J 4
A B

3.3. Implicacion entre 3-pinturas
Primero haremos referencia a una definicién que consideramos bésica para definir
esta operacion.

AUB

3.3.1. Funciones adjuntas®
Sediceg, g: C ® T, es unafuncion adjunta a derecha de una funcion f, f: T ® C,
donde T y C son reticulos, cada uno con elemento minimo y elemento maximo, s y
solo si:

1. f esun morfismo®*, de conjuntos ordenados y

2. y£ g(x) sy sdlos f(y) £x.

® LUQUE, C., et al. (1997) H-Conjuntos. En: Memorias del XIV Coloquio Distrital de Mateméticas y
Estadistica. Universidad Pedagdgica Nacional. Bogota.

Esta teoria es expuesta aqui; porque mediante ella se define la implicacion en la l6gica con 3 valores
de verdad que exponemos en este escrito; base para el disefio del software.

4% A ® B es un morfismo s paratodo a, b1 Ay a£ b entonces f(a) £ f(b), donde A y B son
conjuntos ordenados.



Ejemplos:

1. Seafy:2® 2unafuncidnta que x esun elemento fijoen 2, es posible hallar una

funcion g 2 ® 2, adjunta a derecha de f, , basandonos en la operacion U de la
l6gica clésica, de tal manera que paracadayen 2, f(y) = xUy; asi:
Hacemos un diagrama similar a anterior para definir g haciendo corresponder a
cada elemento w del condominio de fy, en este caso 2, otro elemento de 2, tal que
éste sea la mayor de las preimagenes por fx cuyaimagen —por f—es menor o igual
que w, paracadaw; para nuestro caso:

ou_  0®
1 1 7 1
0 Lﬂ 0

fo Jo

De nanera andloga construimos g :
10 1@

1 1 1
0 0 0

f1 o1

Endonde0 U_; significaO Uy y  O® ; significa ®®y; " yT1 2
Al hallar las adjuntas, obtuvimos laimplicacion en 2.

2. Enel reticulo T = {H, M, "}, también podemos hallar las adjuntas de fx: T ® T,
paracada x en T, a partir de la operacion U, de manera similar a como lo hicimos
en el gemplo anterior, iniciemos con f_ ; asi:

mU H®

Ahora, continuemoscon x =



" - — [ |
fl gl

Finalmente, consideremos x =
U ®

»
> »

| , B , H

" | g =

f g

De esta manera, hemos obtenido laimplicacionen T.

El segundo giemplo de funciones adjuntas determina la instruccion para definir la
implicacion como lo haremos enseguida.

3.3.2. Definicion de la implicacion

Laimplicacién entre A y B, dos 3- pinturas, se denota A® B, y se construye con la
siguiente instruccion:

Sea un punto X en A y su correspondiente x en B. El tono con e que se debe pintar
unpunto cen A® B correspondiente ax en A, es € mas claro de la gama disponible
s inf{a, b} =a, dondea esel color de xen Ay b el x en B, de lo contrario ¢ debe ser
pintado del tono b, paratodo x en A.

Ejemplo:

A B A® B

Es conveniente aclarar que en 3pinturas, a igua que en lalogicaclasica, A® B es
distintodeB® A s A esdistinto de B.



Ejemplo:

i A A

3.4. Doble implicacion entre 3-pinturas
La doble implicacion entre A y B, dos 3 pinturas, se denota A« B, a igua que en

la logica clésica, resulta de lainterseccion entre A® B y B® A. Esdecir que a
cada punto x en A« B correspondiente a x en A lo pintamos del tono
inff{a® b, b® a}, paratodo x en A.
A® B B® A A« B

3.5. Negacion de 3-pinturas

Para todo elemento x en A, S X esta pintado de € tono mas oscuro de la gama, su
correspondiente xen @ A lo pintamos de la tonalidad méas clara disponible. De lo
contrario, lo pintamos de la tonalidad mas oscura.

Ejemplo:
De unatres-pintura A, notada @ A se construye con la siguente instruccion:
Ejemplo:

A dA




4. Operaciones en ldgica trivalente

Un procedimiento para generar 3 pinturas es disponer de un conjunto de instrucciones
gue nos indiqgue cdmo llenar € lienzo, tal como lo hemos readlizado a definir
operaciones entre 3-pinturas, basados en las operaciones usuaes definidas en la
légica clésica, conjuncion, disyuncion, implicacion, doble implicacion y negacion;
sdlo que hemos asumido no dos, sino tres valores de verdad, representados por tres
tonos de una gama de colores. Basados en esto, es posible definir las operaciones en
una logica trivalente a partir de las operaciones definidas en 3-pinturas. En |égica
trivalente, es usua definir e conjunto de valores de verdad como:
3={0.12
Sin embargo, haciendo solo un cambio de simbolos, podemos considerar que:

3={0. 144

Correspondientes a los vaores de falso, indeciso y verdadero respectivamente, por la
correspondencia que hay entre lafalsedad con el Oy la certezacon € 1.

4.1. Proposiciones y conectivos |égicos

4.1.1. Definicion de predicados trivalentes

Son expresiones con una variable, de las cuales no se puede decir que son ciertas,
indecisas o falsas hasta que la variable no sea remplazada por algin elemento de un
conjunto de referencia dado. Estas frases se representan por p(x), q(X), ..., €tc.

Por gemplo, la expresion “La 3pintura A tiene latonalidad X’ es una afirmacion, la
cua permite definir una 3-pintura cuando la variable x sea reemplazada por una
tonalidad de una gama; esta recibe € nombre de 3-predicado. Asi, teniendo una gama
de tonos como universo de referencia, cada 3 pintura corresponde a un 3predicado y
viceversa

4.1.2. Definicion de proposiciones trivalentes

Una frase, que con algun criterio se le puede asignar alguno de los tres valores de
verdad conocidos, recibe e nombre de Proposicion Trivalente.

Por gemplo, una 3-proposicion puede ser entendida como la frase que permite
seleccionar una tonalidad para pintar un punto de una 3pintura; este es el proceso
andlogo en légica bivalente, a la eleccion de los valores de verdadero y falso de los
posibles, en un universo de referencia.

4.2. Operaciones con proposiciones trivalentes

De forma andloga a como se definen las operaciones en proposiciones de légica
bivalente; realizaremos una correspondencia entre el reticulo T = {ll, M, " } y €
conjunto, 3 ={0, %4, 1} delasiguiente manera:

T 3
[ »0
n >1/,

1

»




Por esta analogia, [lamaremos a las operaciones bésicas entre proposiciones de l6gica
trivalente, con los mismos nombres de la légica clasica: conjuncion, disyuncién,
implicacion, doble implicacion y negacidon. Utilizando las definiciones de las
operaciones Uy U definidas paralos elementosde T = {ll, M, " } en la seccion
1.3. obtenemos las tablas:

U 0 Yo 1 U 0 Yo 1
0 0 0 0 0 0 Yo 1
Yo 0 Yo Ya Ya Yo Yo 1
1 0 Yo 1 1 1 1 1

La analogia anterior no permite definir un complemento para e elemento %2 ; porque
noexisteun y en 3tal que(*2 Uy = 0) y (¥ Uy = 1), por tanto noes posible definir
la implicacion de la misma forma como usualmente se hace en l6gica clésica; se
debe buscar otro procedimiento de construccion.

Como en € reticulo 3= {0, %, 1} se ha puesto en correspondencia can €l reticulo
T={M M, };d operador x U_ tiene adjunta a derecha paratodo x I 3. Por tanto
la implicacion queda definida mediante la tabla:

L
® ® | o »l| 1
]

ol 1] 1] 1
" m

wl ol ol 1
L

10| w1

Tabla de laimplicacion para3
Con esta definicién de implicacion, es posible construir la equivalencia I6gica de
forma andloga alalégica clasica, es decir:
p« p=(pP®q U@® p)
Obteniendo como resultado |a tabla:

10



Yo 1

«

0
0 1 0 0
Yo 0 1 Yo
0

1 Yo 1

La negacion trivalente, notada por @ x se define usado la implicacion definida
anteriormenteasi: @x = x® 0 dando como resultado:

X 0 Yo 1

D X 1 0 0

Las combinaciones de proposiciones, conectivos logicos (U, U, ®, « , @ ) vy
paréntesis forman proposiciones compuestas, que reciben e nombre de fdmulas
trivalentes. Las cuales tienen que ser combinadas con las mismas reglas de la |6gica
clésica para que sean férmulastrivalentes bien formadas.

El valor de verdad de una formula trivalente bien formada esta definida por e valor
de sus proposiciones componentes y por las tablas de las operaciones; las posibles
combinaciones de los valores de verdad de las proposiciones componentes reciben el
nombre de tablas de verdad trivalentes.

Il. Acercadd software “Razonando con colores’

Este software tipo construcciorr, titulado Razonando con colores fue elaborado,
basicamente, con e programa Director 6; es una herramienta que tiene como fin
primordial introducir, de manera interactiva, una logica con mas de dos valores de
verdad, permite realizar operaciones entre lienzos pintados con una gama de tonos,
proporcionando una representacién con colores de operaciones con tres, cuatro, cinco
0 seis tonos de una misma gama, esto es Util para comprobar tautologias o
contradicciones evitandose la realizacion de tablas de verdad o de graficos cuya
realizacion seriamuy tediosay asi poderse centrar en laformulacion'y comprobacion
de hipdtesis y andlisis de resultados obtenidos, es asi como se hace uso del
computador como una herramienta Util en € desarrollo de habilidades mateméticas.

® Es un programa centrado en el usuario, que entrega herramientas, elementos y estrategias para que
este construya y reconstruya la nocién de operacion en 3pinturas. En este software, existe una
intencionalidad de desarrollar o estimular €l andlisis de resultados, para formular hip6tesis acerca de
las operaciones y tautolégicas en unalégica con 3 valores de verdad. Este software ofrece interaccion
y adaptacion a las necesidades del usuario permitiendo elegir 3, 4, 5, 0 6 tonos con los cuales puede
realizar operaciones en la herramienta

11



Para d disefio de Razonando con colores fue necesario contar con la teoria
matemética base del software, a igua que su comprension, pues sin ello no hubiese
sido posible crear los agoritmos (realizados utilizando € lenguaje de programacion
propio de Director 6 —Lingo-, para lo cual fue importante la estructura |égico-
matemética adquirida en los cursos de informética recibidos en la UPN) que permiten
realizar las operaciones dentro de la herramienta.

Este software es una muestra de la siguiente frase: “La informética enriquece al
guehacer matematico, y a su vez € quehacer matematico permite disefiar algoritmos
informéticos para obtener resultados’ y especificamente, busca agilizar algoritmos
relacionados con e calculo de valores de verdad de proposiciones compuestas en tres
valores de verdad.

Enseguida se presentan algunos pantallazas del software, 1os que consideramos
fundamentales.

1. Presentacion:

En la Figura se encuentra la pantala
de presentacion de programa, se
observan tres botones, que permiten
vincular (dando click sobre €ellos) a la
introduccion y a mena principa del
programa; con € boton “salir’ es
posible sdir de la aplicacion.

2. Introduccién

En la figura de la derecha se muestra
la pantalla Introduccion, en ela se

encuentran los botones menu y salir, R
un boton que permite regresar a la f s v e e o
pantalla anterior y un texto donde se | o
describe o programa y se hacen [ el
algunas recomendaciones para € uso Py sy
del software; € recuadro blanco de la e oz
parte inferior derecha, es un cuadro de e

didlogo, que permite al usuario saber a
dénde lo vincula un botén, a pasar €
cursor sobre éste.

12



3. Menu principal

RAZOMACOLOR
[

La pantalla presente en la figura
a ' corresponde a la pantalla Menu
Gansiruscion Orden principal, ali se hala, en la parte
inferior, un botén para sdir de la
aplicacion y otro para regresar a la
introduccion, en la parte central se
encuentra el menu con las siguientes
(herramienta opciones.  Construccion,  Orden,
£ Operaciones y Herramienta.

pr ( —, De estos cuatro botones, los tres
primeros le permiten a usuario,
acceder a la informacion necesaria para comprender como estan definidas las
operaciones entre 3-pinturas. El boton Herramienta, le ofrece la posbilidad de
redlizar operaciones (Union, Interseccion, Codiferencia, Codiferencia simétrica y
Negacion) con tres, cuatro, cinco o seis tonos de una gamay en tres gamas diferentes.

BIPETRCHHIES

3. Construccién

RAZONACOLOR

r— En ura primera pantalla, d lado del boton
regresar, Se encuentra un  boton
“siguiente”’, que permite visuaizar los
elementos bésicos de este programa
(paleta de tonos y lienzo) con los que €
usuario trabgjara en la aplicacion. Al
pasar el cursor sobre dichos elementos, €
usuario obtendra informacion acerca de
ellos.

wa o En la segunda pantalla se presenta una
animacion que muestra como usar la
paleta “tonos’ para pintar un lienzo,
ademas se da una explicacion de dos
procesos basicos para pintar lienzos. El
botén repetir permite repetir la
animacion, y € boton con una flecha
hacia arriba vincula a usuario con la
primera pantalla

13



4. Orden
En la primera pantalla, se define e orden entre 3-pinturas. En la parte inferior
izquierda se encuentra un boton “siguiente”, e cual vincula a usuario con una
segunda pantalla (Figura 7), que muestra un gjemplo del orden entre dos 3
pinturas, en esta Ultima se encuentra un botén para regresar a la pantalla inicial de
ORDEN.

RAZONACOLOR

RAZORACOLOR
i

5. Operaciones

Eﬂ:z'_:ﬂrMCGLDR

TN Esta pantalla es un submend, en
e gque se encuentran dete
botones, de los cudes los cinco
m de la zona negra vinculan 4
ot s, ot p usuario con la definicion de cada
servies ot 2 soaranl una de las operaciones, ademas,
— el usuario encontrara a modo de
 Coditoronciof gemplo una animacion de la
" - forma como se puede redlizar
cada una de las operaciones entre

dos 3 pinturas.

6. Herramienta

El boton herramienta del menu principal vincula @ menl herramienta, de donde se
puede elegir la gama de tonos a trabgar (dando clic sobre la gama elegida), y
seleccionar € nimero de tonos con los que desea pintar los lienzos (dando clic sobre
el nimero de tonos).

Como gemplo, en la Figura siguiente se muestra e menu de la gama de tonos azules
desplegada lista para que € usuario seleccione con cuantos tonos de azules va a
trabajar.

14



RAZONACOLOR

WF-04

MENU WERRAMIENTA

f{ GAMA DE ATLLES S G i ra OF Roiot

TRES TON 05
CLATRO TOROS

CINCO TONDS
i GArA DE vERDES]

CLIC PARA IR A LA HERRA)

Una vez seleccionado € nimero de tonos de b paleta, € usuario ingresa a una de las
12 herramientas con las que cuenta el programa, las cuales en esencia son la misma;
la diferencia entre estas radica en € color y e nimero de tono con los que € usuario
quiera trabgar. Para una mejor comprension del modo de uso de los botones
presentes en la herramienta (sobre todo los botones “iniciar sesion” y “auxiliar”) se
sugiere a usuario ingresar primero a la “ayuda’ (boton presente en dicha
herramienta).

Lasiguientefigura presenta la pantalla de la herramienta azul con seis tonos.

RAZONACOLOR

MF-05
=
® o
s
8 e
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7. Ayuda de la herramienta

Como se observa en la figura de abgo, en la barra superior de esta pantala se
encuentra un boton “herramienta” el cua le permite regresar a la herramienta en la
gue esta trabagjando, ademés se encuentra el boton salir para salir de la aplicacion. Al
pasar € cursor sobre cualquiera de los objetos de “la calculadora’, € usuario
obtendra informacion acerca del modo de empleo de estos, ademés, a dar click sobre
algunos de dlos se visuaizara una animacion como gemplo de dicho uso.

Una vez en la animacion, aparecera en la barra superior un boton para regresar a la
pantalla principa de la ayuda.

CONTENIDO LIENZOS

Bibliografia

1. DONADO, A., LUQUE, C., PAEZ, J. (1996) Caracterizacion de conjuntos por
ternas. En: Memorias del X1l Coloquio Distrital de Mateméticas y Estadistica.
Universidad Nacional de Colombia. Bogota.

2. (1997) H-Conjuntos En: Memorias del
X1V Coloquio Distrital de Matematicas y Estadistica. Universidad Pedagdgica
Nacional. Bogota.

3 (1995) Nociones conjuntistas con una
I6gica trivalente. En: Memorias del X1l Cologquio Distrital de Matematicas y
Estadistica. UniversidadDistrital Francisco José de Caldas. Bogota.

16



(1999) Razonando con colores (una
aproximacion a la légica intuicionista). En: TEA: Revista de la Facultad de
Cienciay Tecnologia. Universidad Pedag6gica Naciona. No. 5. Bogota.
LIPSCHUTZ, S. (1969) Teoria de Conjuntos y temas afines. Ed.
McGraw-Hill. NuevaY ork.

MUNOZ, J. (2002) Introduccion a la Teoria de Conjuntos. Cuarta edicion.
Universidad Nacional de Colombia. Bogota.

SANCHEZ, C. (Ed) (1998) Macromedia Director 6.x. Ed. McGraw-Hill. Madrid.
SANCHEZ, J. (1999) Fundamentos tedricos del software educativo. En:
http://mipagina.cantv.net/gersonberrios/temas _ie/401 fund_SE.htm

SUPESS, P. (1968) Teoria axiomatica de conjuntos. Ed. Norma. Cali.

17



