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Capitulo

Introduccion

Dada F': R* — R", F(x) = (Fi(x), ..., F,(x)) continuamente diferenciable, el Problema
de Complementariedad No Lineal (PCNL) consiste en encontrar un vector £ € R" que
satisfaga las tres condiciones siguientes,

x>0, F(z) >0, ' F(x)=0 . (1.1)

En este contexto, la expresiéon y > 0 para y € R" significa que y; > 0 para todo
1=1,...,n.

Relacionados con este problema, estan los de inecuaciones variacionales, complementa-
riedad lineal, complementariedad mixta [34], complementariedad horizontal, entre otros
[41].

El problema de complementariedad no lineal surge en diversas aplicaciones como por
ejemplo, problemas de contacto mecénico y friccién [2], problemas de mecanica estructu-
ral y disefio estructural, problemas de lubricacién elasto-hidrodindmicos [25], problemas
de equilibrio de trafico [8], asi como en problemas relacionados con modelos de equilibrio
econémico [18]. La importancia del PCNL en las dreas de fisica, ingenieria y economia
se debe al hecho de que el concepto de complementariedad es sinénimo de la nocién de
sistema en equilibrio.

En los ultimos anos, se han estudiado diferentes técnicas para resolver el problema de
complementaridad no lineal; una de éstas consiste en reformularlo como un sistema de
ecuaciones no lineales, no diferenciable mediante el uso de ciertas funciones especiales



llamadas funciones de complementariedad [47].
Una funcién ¢ : R? — R tal que

v(a,b)=0<=a>0, b>0, ab=0, (1.2)
se denomina funcion de complementariedad.

Geométricamente, a partir de la equivalencia (1.2), se infiere que la traza de la funcién
© obtenida por la interseccion con el plano xy, es la curva formada por los semiejes
positivos x y y, la cual no es diferenciable en (0,0). Esta falta de suavidad en la curva
implica la no suavidad en la funcién .

Para reformular el PCNL como un sistema de ecuaciones no lineales, se considera una
funcion de complementariedad ¢ y se define ® :R™ — R" por,

o(x1, Fi(z))
P (z) = : ' (1.3)

(2, Fr())
Como consecuencia de la no suavidad de ¢, el sistema de ecuaciones no lineales
O (z) =0 (1.4)
no es diferenciable.

De la definicién de funcion de complementariedad dada en (1.2), se deduce facilmente
que un vector x, resuelve el sistema (1.4), si y sélo si, &, resuelve el PCNL.

En la literatura sobre problemas de complementariedad no lineal, existen numerosas
funciones de complementariedad, pero las mas utilizadas han sido la funcion minimo
[37] y la funcion de Fischer - Burmeister [19], definidas respectivamente por

¢(a,b) = min{a, b}, o(a,b) =va2+b*—a—b. (1.5)

La funcion minimo se puede escribir en forma equivalente como

((@+b) = la—0]),

DN | —

@(a’ b) =

que permite observar su no diferenciabilidad en los puntos de la forma (a, a). En cuanto
a la funcion de Fischer - Burmeister, la no diferenciabilidad se presenta en el punto



(0,0) .

En 1998, Kanzow y Kleinmichel [23] presentaron la funcion de complementariedad )
definida por,

oa(a,b) = \/(a—b)2+)\ab—a—b, (1.6)

donde el pardmetro A € (0,4). Analizaremos esta funcién detalladamente en el siguiente
capitulo.

Observemos que la funcion de Fischer - Burmeister es un caso particular de ¢y, corres-
pondiente a A = 2. En lo que sigue, denotaremos por @, la funcién definida en (1.4) y
obtenida mediante la funcion de complementariedad ).

Una vez reformulado el PCNL por el sistema de ecuaciones no lineales (1.4), se han
propuesto diferentes algoritmos para su solucion, entre los que se incluyen métodos tipo
Newton no suave [40] [43], tipo cuasi Newton no suave [28] [6] [27], entre otros [1] [42]
[14] [38] [30] [7].

En este trabajo de investigacion, analizamos detalladamente la funcion de complemen-
tariedad @) y proponemos un método cuasi Newton no diferenciable para resolver el
PCNL usando el sistema ®,(x) = 0, para dicho método desarrollamos la teoria de
convergencia local respectiva. Ademads, generamos una familia de métodos secante de
cambio minimo para resolver el PCNL via su reformulacién ®,(z) = 0, bajo ciertas
hipotesis demostramos que esta familia proporciona algoritmos local y superlinealmente
convergentes.

Organizamos la presentacién de este documento en la siguiente forma.

En el Capitulo 2, analizamos detalladamente las propiedades de la funciéon ¢,, median-
te manipulaciones algebraicas y matriciales, obtenemos cotas de gran utilidad para el
desarrollo tedrico del Capitulo 4.

En el Capitulo 3, reformulamos el PCNL como un sistema de ecuaciones no lineales
usando la funciéon @, y caracterizamos un subconjunto del jacobiano generalizado de
®, en un punto x.

En el Capitulo 4, en la primera parte proponemos un nuevo algoritmo cuasi Newton
genérico para resolver el sistema de ecuaciones no lineales, no diferenciable ®,(x) = 0
y desarrollamos la teoria de convergencia local para el mismo. En la segunda parte,
generamos una familia de métodos secante de cambio minimo siguiendo las reglas de [31]
para métodos de este tipo. Demostramos que dicha familia proporciona algoritmos local



y superlinealmente convergentes.

En el Capitulo 5, analizamos numéricamente el comportamiento local de los algoritmos
propuestos en el Capitulo 4, para lo cual utilizamos 8 problemas de prueba propuestos
en [37] [29]. Cuatro de los cuales son problemas de aplicacion al equilibrio econdmico y
a la teoria de juegos.

En el Capitulo 6, hacemos algunos comentarios finales y propuestas para trabajos futuros
sobre el tema.



Capitulo

La Funcion de Kanzow

Las llamadas funciones de complementariedad, definidas en el capitulo anterior, permiten
reformular el PCNL como un sistema de ecuaciones no lineales. Debido a que nuestro
interés es la soluciéon del PCNL mediante su reformulacion como un sistema no lineal
via la funcion de complementariedad ¢y, dedicamos este capitulo al estudio detallado
de dicha funcién y sus propiedades. Los resultados obtenidos serdn de gran ayuda en los
desarrollos tedricos presentados en el capitulo siguiente.

Definicién 2.1. La funcién py :R* — R definida por,

oa(a,b) = \/(a—b)2+)\ab—a—b, (2.1)

donde, el parametro X € (0,4) se denomina funcion de Kanzow.

En la definiciéon de ¢, no es conveniente incluir los extremos del intervalo en el que
varia el parametro A ya que, la inclusion de A = 0, aumentaria los puntos de no
diferenciabilidad de ¢, porque g, definida por,

wo(a,b) = |a—"b] — (a+b) = —2min {a, b},
no es diferenciable en todos los puntos de la forma (a,a). Para el extremo \ =4,

w4(a,b) = la+bl — (a+0),



luego, para todo (a,b), con a >0 y b >0, tenemos que ¢, es la funcién nula, la cual
no contribuye a la soluciéon del PCNL.

En la Figura 2.1, ilustramos la funcion de Kanzow para algunos valores de .

(c) A=2 (d) A=3.99

Figura 2.1: Funcion de Kanzow para algunos valores de .

Una pregunta natural que surge de la Definiciéon 2.1 es la siguiente,
;La funcién ¢, esta bien definida, para todo A en (0,4)?

La respuesta a este interrogante es afirmativa. Para verificarlo, basta probar que

(a —b)* + Xab > 0,

para todo vector ( ) € R? y para todo \ € (0,4). Consideramos dos casos,

a
b



1) Si a =0b=0 entonces,
(a —b)* + \ab =0, (2.2)

para todo A € (0,4).

2) En cualquier otro caso, ( Z ) # ( 8 ) y (a —b)® + Xab se puede escribir como

la forma cuadrética

(@a—b)>+Xab = (a b)K(Z), (2.3)

donde

la cual es una matriz simétrica con valores propios que son funciones de A,

A A
041:2—5 y 042:5

Dado que A € (0,4), dichos valores propios son positivos y, por lo tanto, la matriz
K es definida positiva®, es decir,
(a b)K(Z):(a—b)2+)\ab>O. (2.5)

De 1) y 2) concluimos que ¢, estd bien definida.

Presentamos en los Lemas 2.1 y 2.2 dos propiedades interesantes del primer sumando
en la funcion de Kanzow.

Lema 2.1. Sea X € (0,4). La funcién Gy :R* — R definida por

Gi(a,b) = v/(a — )2 + \ab (2.6)

es una norma en R2.

!Una matriz A € R"*" es definida positiva [44], si y s6lo si, T Az > 0, para todo vector no nulo
x € R". En particular, una matriz simétrica A, es definida positiva, siy solo si, sus valores propios son
positivos [36].



Demostracion. Por (2.3),

vy - i (3) - ()

La ultima igualdad se tiene debido a que K es una matriz simétrica y definida positiva,
por lo tanto, define una norma sobre R? [45].

Sin embargo, con el objetivo de familiarizar al lector con la funcion G, realizamos la
prueba utilizando la definicién de norma vectorial [17]. Para ello, verifiquemos que G
satisface las propiedades de una norma sobre R2.

» Gi(a,b) > 0. Esta propiedad se deduce de (2.2) y (2.5).

» Supongamos que G (a,b) = 0. Dado que la matriz K es definida positiva, tiene
descomposicion de Cholesky [46], es decir, existe una matriz no singular L tal que
K=L"L.

Luego,
o= (o (8) = (o (3) o (3)

ya que L es no singular, tenemos que,

(3)=(3)

El reciproco de ésta propiedad lo deducimos de (2.2).

2

2

= Sea J€R,

G(Ba, Bb) = \/Ba 8b ) (gg):\/52(ab)K(Z):W‘GA(%b)‘
.sean( ) ( )enmz




2 a—+c
(Gr(a+c,b+d)” = (a+c,b+d)K(b+d)

= revra|r (g )rr(g)

= (Gx(a,0))*+ (Gx(c,;d))* +2(a, b)K( ; ) - (2.7)

Usando siguiente la desigualdad, conocida como desigualdad Wielandt [22] en (2.7),

(a b)K(;)g\/{(a b)K(Z)} {(c d)K(CCZ)]:GA(a,b)GA(c,d)

tenemos

(Gr(a+c,b+d)?> < (Gy(a,b)+ Gy (e d),

la cual conduce a la desigualdad triangular.
Por lo anterior, concluimos que G, define una norma vectorial sobre R2. *
El siguiente resultado es valido para toda forma cuadratica, en particular para G.

Lema 2.2. La funcion Gy definida por (2.6) satisface las siguientes desigualdades, para

todo (a,b) € R?,
(i) (i)

donde Qmm Y Qmax Son los valores propios minimo y mdrimo respectivamente, de la
matriz K definida en (2.4).

vV Omin S G)\(a, b) S Qmax ) (28)

2

2

Demostracion. Teniendo en cuenta que G (a,b) = \/( a b )K ( Z ) con K dada por

(2.4) es una matriz simétrica y amm >0, ¥ amsx > 0 son sus valores propios minimo y
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méximo, respectivamente, concluimos?
a a
b b

de donde obtenemos las desigualdades (2.8). *

2
S [G)\(a, b)]2 S Omgx
2

2

Gmin IR

2

Utilizando la primera desigualdad en (2.8), obtenemos la siguiente cota para el reciproco
de Gy(a,b), para todo (a,b) # (0,0)

1 1
= <

1
Gia(a,b)  \/la—b)2+Xab ~ \/ammVa + b

(2.9)

la cual usaremos en la demostracion del Lema 2.5.

Observemos que el valor ap,;, depende de A, en efecto,

A si A€ (0,2),

amin()\) = 2 A
22 siAe[2.4),

2

La Figura 2.2 ilustra la funcién a,q,(\), para todo A € (0,4).

Es importante observar que la funcién ¢, no es diferenciable en (0,0). Para cualquier
otro vector de R2, el vector gradiente de ) estd definido por

2(a—b) + A\b
Vo (a,b) 2Gx(ab) VG (a, b) ( ! ) (2.10)
a,b) = = a,b) — . .
o —2(a—b) + Aa ) * 1
2 GA(CL, b)
28i A € R™ "™ es una matriz simétrica con valores propios A1 < A < ... < )\,, entonces, para

todo = € R",
Mzlz< 2l Az < \,z' =
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Omin ()\)

Figura 2.2: Funcion oumgy.

Para su uso posterior, denotaremos las derivadas parciales de GG de la siguiente manera:

2(a —b) + \b —2(a—0b)+ Aa
hy=—— - "~ b) = . 2.11
En [23], los autores demuestran que
IVGa(a,b)[|, < V2. (2.12)

A partir de (2.10), encontramos una expresiéon matricial para VG, (a, b).

VGi(a,b) — ¥<

2(a—b) + \b
QG)\((I, b) )

—2(a—b) + Aa

B 1 2a+ (A —2)b
~ 2G\(a,b) ( (A—2)a+2b )

“ e (22 727)(3)

VG)\((I, b)

por lo tanto,

s ™ (5) 219
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donde,

M:()\iQ A;2). (2.14)

Analizando esta matriz, observamos que MTM = M? tiene valores propios
1 = A2 y p2 = (4—)\)2-

Luego,

[M]ly = Vméx{[p], o]} = Vmdx {A%, (4 — A)2} = mdx {\,4 A}
Dado que ||M]|, depende de A y que A € (0,4), se tiene que
M|, < 4, (2.15)

lo cual ilustramos en la Figura 2.3.

1]}

Figura 2.3: Funcion ||M]|s.

Otra de las propiedades importantes de la funcion de Kanzow es que es uniformemente
continua; es mas, es Lipschitz continua, como lo confirma el siguiente lema.

Lema 2.3. La funcion de Kanzow es Lipschitz continua con constante 2/2. Es decir,
para todo ,y € R?

loa(m) — pa(y)] < 2V2 ||z — gy,

Demostracion. Supongamos que el vector (0,0) no esta en el segmento [z,y]. El teorema
del valor medio [3] garantiza que existe un vector z en el segmento abierto (x,y) tal
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que,
pa(®) —oa(y) = Vou(z)" (z —y).
Asi, usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, tenemos que

[oa(®) = oa(y)] < IVer(2)lly |z = yll, -

Por (2.12)
loa(@) — ex(y) < V2 |z — yl,. (2.16)

Si el vector (0,0) estd en el segmento [x,y], elegimos un vector w ¢ [x,y], tal que
le —wl, < |lze—yl,y [ly—wl|, < | —y|, como se indica en la Figura 2.4.
Aplicamos, el resultado (2.16) a los segmentos [z,w] y [w,y] junto con la desigualdad
triangular y obtenemos

lpa(x) —oa(y)] < oa(z) — palw) + pa(w) — pa(y)|

< Jpa(x) — pa(w)| + [oa(w) — or(y)]

IN

V2 (2 = wll, + [ly — wll,)

< 22 |z - yll,. (2.17)

Figura 2.4: Desigualdad triangular.

De (2.16) y (2.17) concluimos que @y es Lipschitz continua con constante 2v/2. *
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Corolario 2.1. La funcién Gy es Lipschitz continua, es decir, para todo x,y € R?, se
tiene que
IGa(m) — Ga(y)| < 2v2 [|z—yl,. (2.18)

Demostracion. Es similar a la demostraciéon del lema anterior. *

El Lema 2.4 proporciona cotas para cada una de las derivadas parciales de G y el
Lema 2.5 garantiza que el gradiente de ¢, también es una funcién localmente Lipschitz
continua.

Lema 2.4. Sea A\ € (0,4). Las derivadas parciales de G definidas en (2.11) satisfacen
las siguientes desigualdades

Ix(a,b)] < 1 y [Y(a,b)] < V2, (2.19)

para todo (a,b) # (0,0)

Demostracion. Iniciamos con el andlisis de la funcién x. Dado que A € (0,4), se tiene
que
VAN —4) <0,

equivalentemente

b*A* — 46X < 0.
Adicionamos los términos 4a? + 4ab\ — 8ab + 4b* y después de algunas manipulaciones
algebraicas obtenemos las siguientes desigualdades
(2a — 2b+bN)* < 4 (a® + ab\ — 2ab + b?)
(2(a —b) +b))* < 4((a—b)%+ab)),

por (2.5), se tiene (a — b)* + ab\ > 0

12(a —b) +bA| < 2y/(a— D)%+ ab)
12(a — b) + b)|
2y/(a - b)? + ab

Ix(a,b)]

IA
—_

IN
—
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Para acotar la funcién 1, aplicamos (2.12) y obtenemos

(a,b)] < |Gr(a,b)]] < V2,

lo cual completa la prueba. *

Lema 2.5. Sean o, la funcién de Kanzow, w un vector no nulo de R*, B(w;e) la
bola que no contiene a (0,0), con 0 < € < % |wll,. Entonces existe n >0 tal que para
todo u, v € B(w;e),

IVr(u) = Vor(v)ll, < nljw— ;. (2.20)

Demostracion. Sean u = ( “ ) y v = ( ¢ ) . De (2.10) y (2.13),

b d
IVea(u) = Vor(v)ll, = [IVGa(a,b) = VGi(c,d)|,
1 1
< —Mu———M
= ﬂcxmm YTaea Y,
1 1 1
< —|\|M — . 2.21
= sMhgey aeatl,
Ademéds, de (2.15) tenemos que
[M][, < 4,
para todo A € (0,4). Luego, de (2.21) y (2.15) tenemos la desigualdad
IVertu) - Vor(@)ll, < 2| 1
PN YRR = e @)t T Ged) |,
. 1
Sumamos y restamos la expresion v para obtener
G)\(CL>b)
Va(w)-For(o)l, < 2 flu =l +2| ol 222)
R N L R FeN R RN R I ‘
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Del segundo sumando, tenemos

‘ 1 _ 1 ‘ _ ‘G)\(C, d) — G)\(&, b)
G)\(CL, b) GA(C, d) G)\(a, b)G)\(C, d) ’

como la funcién Gy es Lipschitz continua (Corolario 2.18),

1 1 2v/2
- < lw — vl],- (2.23)
G)\(a/7 b) G)x(c7 d) G)\((l, b)G)\(Cv d)
Luego, de las desigualdades(2.22) y (2.23), tenemos
1 2v2 v,
\Y -V < 2 _
|| QO(U’) 90(’0>H2 — (G)\(&, b) + G,\(a, b)G)\(C, d) Hu’ ’U||2
y por (2.9),
2 1 2v/2V/c2 + d2
V() — Vo), < E— VEET ) fu— ol
VOmim \ Va2 + b2 Jammva? + b2/ +d
es decir,
2 2v/2
Vp(u) — V(v < 1+ U — V||, .
Violow) = Vlo)l, < mm< m)” ||2
Por otro lado, u € B(w;¢), por lo tanto
Ju —wl, <
de donde
—e+ wlly, <[lul,,
luego
[ull, > €
Finalmente, para u, v € B(w;¢€), concluimos que,
IVo(u) = Ve(v)ll, < nllu—uvl,,
2 2v/2
dond = 1 .
onae V ®min € ( - \/amfn> *
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Corolario 2.2. Las funciones x y 1 descritas en (2.11) satisfacen la desigualdades
stguientes.

x(a,0) = x(a, )l < nlb—cl y [|¥(a,b) =2(a,c)] < nlb—c. (2.24)

Demostracion. Claramente, a partir de (2.10) y (2.11)
x(a,b) = x(a,¢)

w(a’ b) - w(% C)

Por propiedades de la norma vectorial dos, tenemos,

Vala,b) — Va(a,c) =

x(a,b) = x(a, )| < [[Voa(a,b) = Vox(a, o)y,

y por el Lema 2.5,

:77‘5—0|>
2

e -veal, <a|(3) (1)

por lo tanto,
Ix(a,b) = x(a,c)] <nb—c.

En forma andloga, se demuestra la desigualdad,

[¥(a,b) = d(a,c)| <nlb—cf.



Capitulo

El PCNL y su reformulacion
mediante la funcion de Kanzow

En este capitulo, reformulamos el Problema de Complementariedad No Lineal PCNL,
como un sistema de ecuaciones no lineales no suave usando la funcién ®, definida en
(1.3). A partir de la definicién de jacobiano generalizado dada en [11] construimos un
subconjunto de matrices del jacobiano generalizado de ®, en x y demostramos que este
subconjunto, en una solucién del sistema ®,(x) = 0, es compacto.

En el planteamiento del PCNL, la tercera condicién de (1.1) exige que los vectores x y
F(x) sean ortogonales, por ello, es llamada condicion de complementariedad. Ademas,
de la misma condicién se infiere que todos los términos z;F;(x) deben ser cero y dado
que el vector & > 0 debe estar en una regién de R" donde F(zx) > 0, se tiene que el
vector cero de R™ no siempre es una solucién del PCNL. Este es el caso de la funcion
I definida por,

ren= (o) = (05T

El punto @ = (0,0), quien a simple vista pareceria ser solucién del PCNL asociado
a F, (Figura 3.1) no lo es, ya que F(x;) = (3,—2) no satisface la condicién de no
negatividad.

18
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-

Figura 3.1: Grdficas de Fy(z,y) =0 y Fy(x,y) = 0.

En la Figura 3.1 podemos observar que los puntos @ y x3, tampoco satisfacen la
condicién de no negatividad y el punto z; = (v/2,0) no satisface la condicién de com-
plementariedad. Por tltimo, el punto a5 = (1.7205,0.9601) cumple las tres condiciones,
luego es una soluciéon del PCNL asociado a F.

A continuacién, consideramos la funcion de Kanzow ¢, definida en (2.1) y reformulamos
el PCNL como el sistema de ecuaciones no lineales no diferenciable

ea(z1, Fi(z))
D, (z) = : =0. (3.1)
oA (T, Fu(x))

Es importante destacar el hecho de que (3.1) es un sistema de ecuaciones no lineales, no
diferenciable. Aspecto clave para tener en cuenta, al resolverlo.

Entre los métodos mas populares para resolver un sistema de ecuaciones no lineales,
diferenciable H(z) = 0, se encuentran los métodos tipo Newton[l] [6], los cuales
requieren calcular, en cada iteracion, la matriz jacobiana de H. Esto, desde el punto de
vista del costo computacional, resulta poco eficiente. Una alternativa menos costosa y
muy utilizada, la constituyen los métodos cuasi-Newton [1] [6] que aproximan en cada
iteracion la matriz jacobiana. Entre estos ultimos, se encuentran los llamados métodos
secante de cambio minimo [14] [33], los cuales forman una familia que se caracteriza
porque, en cada iteracién, la matriz que aproxima a la matriz jacobiana satisface una
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ecuacién que se conoce como ecuacion secante [14] [33] y el cambio que se presenta
entre dos aproximaciones consecutivas es el minimo posible. Es esto lo que justifica el
calificativo de métodos secante de cambio minimo. Un estudio detallado de estos métodos
se presenta en [32] [33] [14]. El precio de usar una aproximacién de la matriz jacobiana
se ve reflejado en la disminuciéon de la velocidad de convergencia del respectivo algoritmo
secante.

Sin embargo, cuando una funcién no es diferenciable, como en el caso de la funcién
®,, hablar de “la matriz jacobiana’no tiene sentido.

En 1973, Frank H. Clarke, en su tesis doctoral [9], presenté un concepto que extiende
el de matriz jacobiana para algunas funciones no diferenciables, este concepto es el de
jacobiano generalizado definido para F' : R"™ — R"™, Lipschitz continua en un punto ,
como el conjunto,

OF () = conv {khm F'(zp) e R™" : g > @, @y € DF} (3.2)
— 00

donde Dpg es el conjunto de todos los puntos de R™ en los que la funcion F' es dife-
renciable y conv {A} representa la envolvente convexa de A. El conjunto 0F(x) es no
vacio, convexo y compacto y [10] [11].

En el caso particular en que F' es diferenciable en el punto @, el conjunto OF (x) tiene
un dnico elemento: la matriz jacobiana de F en x, F'(x).

Ya que la funcion de Kanzow ¢, es Lipschitz continua (Lema 2.3), también lo es la
funcion ®,. Asi, el jacobiano generalizado de ®,(x) existe.

Con el fin de construir matrices en 0®,(x) consideramos una sucesién de vectores {y,}
en R” que converge a = y tal que ®(y,) existe, luego mostraremos que klim )\ (y;)
— 00

existe.

Para clasificar los indices de las componentes del punto @ definimos el conjunto
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La sucesién que usaremos es la siguiente!
Yp =T + 2 (3.4)

donde, {ex} es una sucesién de niimeros positivos tales que 1im g, = 0 y el vector z
k—oo

se elige de forma que z; # 0 cuando ¢ € §. Evidentemente vy, converge a x cuando
k— oo.

Para analizar la diferenciabilidad de ®, en y, consideramos dos casos.

1. Si i ¢ B, esdecir ; # 0 o Fj(x) # 0, como F; es continua, podemos suponer
ex tan pequeiio que y¥ # 0 o Fy(x) # 0, por lo cual ®, es diferenciable en y,.

2. Si i € B, se tiene que z; # 0; por lo tanto, y* # 0, lo cual es suficiente para que
¥, sea diferenciable en y,.

Dado que @, es diferenciable en 1y, , existe la matriz jacobiana de ®, en cada y,. En
efecto,

Voa(yt, Fi(yy))”
Vor(yk, Fu(y)"

donde la fila i-ésima de ®(y;) es de la forma

(x(f, Fi(ye)) — 1) ef + (v(yf, Fi(yy) — 1) VFi(y,)"

con, x y ¢ definidas por (2.11) y {ey,...,e,} son los vectores canénicos de R".
Asi,
Vot Fi(yp)"
lim @) (y,) = lim : (3.5)
k—o00 k—o0

V@)\(yza Fn(yk))T

LConsideramos la misma sucesién de [13], donde los autores la usan para desarrollos teérico con la
funcion de Fischer.
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Para calcular este limite, consideremos dos casos:

1. Si i ¢ 8, como toda la fila es continua en los puntos de la sucesién, se tiene que
y k T _
Jim Vor(y7, Fi(yr))” = [H];

donde

2. Si i€ f, de (3.4), tenemos que

ademas, por el Teorema de Taylor tenemos que
Fi(y,) = Fi (@ +ep2) = F (x) + "VF (¢F) 2 = ¢V (¢8) 'z, (3.7)

donde ¢* — @, cuando k — co. Al sustituir (3.6) y (3.7) en la fila i-ésima de
) (y,), con i € [3, se tiene que

kﬁm V@A(yf>ﬂ(yk))T = [H]l
— 00
con

[H]; = (x(zi, VFi(2)"2) — 1) e] + (¢(2, VF;(x)"2) — 1) VF(z)"-

Luego, para todo ¢ = 1,...,n, el limite cuando k& — oo de cada fila de la matriz @ (y;,)
existe. Por lo tanto, de (3.5),

[H],
kh_{go P\ (yi) = : =M, (3.8)
[H],
donde
(x(2i, Fi(z)) — 1) ] + (¢(z;, Fi(z)) — 1) VF(z)T, i¢p
[H]; =

(x(zi, VE(z)'z) — 1) el + (¢(2;, VFi(z)"'2) — 1) VE(x)", i€ p.
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Debido a que existe un niimero no contable de formas de elegir z, tenemos un conjunto
no contable de matrices H en 0®,(x). Por otro lado, la anterior construccién de la
matriz H, plantea un procedimiento para elegir las matrices del jacobiano generalizado
de &, en =x.

Consideremos el caso particular en que x* es una solucién del sistema de ecuaciones no
lineales ®,(x) = 0. Es decir,

x>0, F(z) >0, () F(z") = 0.

Cabe mencionar que, si para una solucion x* del PCNL, existe algtin indice ¢ tal que
x; = Fi(x*) = 0, decimos que &* es una solucion degenerada.

Las matrices (3.8) en x* las denotaremos por H,(z). Teniendo en cuenta lo anterior,
podemos concluir que H,(z) es de la forma,

[H.(2)]; [H.],
H, = H*(Z) - - ) (39)
[H.(2)], [H.],,
( (g —2) o w7 =0, Fy(a*) £ 0
| (@i (2) = Del +(pi(2) = 1)VFi(z*)", 2} =0,F(z*) =0
donde

a; (2) = x(z, VE(z*)" 2),
Pi (Z) = ¢(ZZ, VFZ({E*)TZ)

El conjunto formado por todas las matrices H,(z) lo llamaremos Z,, esto es,
Z,={H.(z): z € R" tal que z; # 0, six; = F;(z*) =0}. (3.10)

Claramente, para cada z € R", existe una matriz H.(z). Asi, el conjunto Z, es no
contable y ademas es compacto. Para verificar la compacidad, es suficiente con demostrar
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que Z, es cerrado, pues 0P(x*) es compacto [11]y Z, C 0P(z*).

Sea {HP} una sucesi6n de matrices en Z,. Supongamos que

lim H? = H,.

p—o0
Como HP = HP(z), esta sucesién de matrices depende de una sucesién de vectores
{zP}, supongamos que lim z? = z. Debemos probar que H, pertenece a Z,, para

p—o0
ello, enfocaremos este analisis en cada una de las filas de H,, en efecto,

1 p
Jim [H7],
H, = lim H? = :
p—00
lim [H?], .
p—00

Definamos los siguientes conjuntos de indices,

Bo={i:a;=0=F(z*)}, fr={i:a; =0<Fy(z*)}, fo={i:af>0=F(z")}.

En los casos en que i € (7 U (B, las filas de H, no dependen de zP, se mantienen
constantes; es decir,

lim [H], = [H.],.
pP—00
Por otra parte, si ¢ € [y
lim [HP], = lm [(o;(2P) — 1) el + (p; (27) — 1) VF;(z*)7]

p—o0 p—o0

— (lim a; (2P) — 1) e] + (h’m pi (2P) — 1) VE(z*)"

pP—0o0 p—o0

(i (2) —1)ef + (pi (z) — 1) VFi(z")".

Probamos asi, que el conjunto Z, es cerrado y por lo tanto compacto.



Capitulo

Algoritmo y teoria de convergencia

En la primera parte de este capitulo, proponemos un nuevo algoritmo cuasi Newton
genérico para resolver el sistema de ecuaciones no lineales, no diferenciable, ®,(x) = 0
descrito en (3.1) y desarrollamos la teoria de convergencia local para el mismo. En la
segunda parte, generamos una familia de métodos secante de cambio minimo, siguiendo
las reglas de [31] para métodos de este tipo. Demostramos que dicha familia proporciona
algoritmos local y superlinealmente convergentes.

Motivados en el hecho que una aproximaciéon cuasi Newton es una buena alternativa
para resolver un sistema de ecuaciones no lineales cuando la matriz jacobiana (caso
diferenciable) no esta disponible o su cdlculo involucra muchas operaciones, proponemos

el algoritmo cuasi Newton siguiente para resolver el sistema ®,(x) = 0 y con ello
resolver el PCNL.

Algoritmo 4.1. Dados = y X € (0,4), para k = 1,2,..., generamos la iteracion
siguiente por

L1 = T — Bk_lq)x($k)
donde

By, = : (4.1)

con,

25
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(x(zi, Fi(z)) = 1) ef + (¥(z;, Fi(z)) — 1) [As]; i¢gp
[Bk]i =
(x(2i, [Ax]; 1) — 1) e] + (V(zi, [As); z6) — 1) [Ak];, 1€ 8.
donde {ey,...,e,} esla base canénica de R", la matriz
[Ak]1
A = :
[Axl,

es una aproximacién de la matriz jacobiana F'(xy), v 2 € R" es un vector tal que
2B £0, 81 2k = Fy(oF) = 0.

Las hipotesis bajo las cuales desarrollamos la teoria de convergencia local del Algoritmo
4.1 son las siguientes.

4.1. Hipdtesis

H1. Existe * € R" tal que ®,(z*) = 0.

H2. La matriz jacobiana de F' es Lipschitz continua en una vecindad de x* € R". Es
decir, existen constantes v >0 y d > 0 tales que
[F () — F'(2")|| < 7lle — 27,
para todo & € B(x*;0), donde, || -| denota cualquier norma en R™ y también su

respectiva norma matricial inducida.

H3. Las matrices de Z, son no singulares.

Por H3 y la compacidad de Z, tenemos que existe una constante jp tal que para toda
H.(2) € Z,,

A < p (4.2)
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4.2. Resultados de convergencia

A continuacién presentamos dos lemas ttiles en la demostracién del Teorema 4.1.

Lema 4.1. Sean F : R"— R", F € C', cuya matriz jacobiana satisface la hipdtesis
H2, ¢ >0y 0 >0 dados, H y B definidas en (3.8) y (4.1), respectivamente. Entonces,
para cada x € B(x*; €) y para cada A € B(F'(x");0) existe una constante 0 > 0 tal
que

|i B, < 6. (4.3)

Demostracion. Consideremos las matrices H y B definidas en (3.8) y (4.1), respecti-
vamente. Sean

a; :X(IivFi(m))7 b; :77/)(:L‘Z,FZ($)),
ci = x(2;, VE(z)T 2), di = (2, VFy(x)T 2),
¢ = x(2i, [A]; 2) y  di=1(z,[A] 2).

De la definicién de norma matricial infinito [44], tenemos que:

1 = Bl = max {[[[H]; - [B],} (4.4)

1<i<n
por lo cual, nos interesa analizar cada una de las filas de la matriz H — B.
De (3.8) y (4.1), obtenemos
(b= 1) (VF: (2)" ~[4],). i¢ 8,

(ci = @) el +(d — )VF(@)" — (di — 1) [4]

[H — B, =

7

. 1EB.

Supongamos que el maximo (4.4) se alcanza en la fila j. Asi, debemos considerar dos
casos.
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1. Si j ¢ B3, donde (3 esta definido en (3.3),entonces

|H =Bl = ]

= Jo-v(Frer-m)

1

< Jby = 1|[VE (@) - (4],

J

1

J

< (ol + D ||VEF @) - (4],

1

< (e, Fy(@)l+ 1| VE @) (4} . (5)
Luego, de (4.5) y (2.19), obtenemos
|- Bl < (V2+1)|VE @) - [4]] . (4.6)

Por otra parte, el factor ||[VFj (z)" — [A] i H lo acotamos usando la norma vectorial
1

infinito!, luego utilizamos la hipétesis H2 y el hecho que A € B(F' (xz*);d), con
lo cual,

|VE (@) - 14),

J

< n||VE (@) - (4]

1 J o]

IN

n (|vE @) = vE @) |+ |vE @) -4,

)

)

< n (Y2 =2+ ||VE; (@) - 4],

J

< n(ylz -z +9),

de donde obtenemos la cota,

HVF]- @) — (ALl < n(ye+9), (4.7)

Tl

'Para todo y € R™, se tiene que ||y||; <nllyll, [44].
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por lo tanto, de (4.6) y (4.7)
|H - Bl < (V2+1)n(ye+94).
2. Si g ep,

|~ Bll, = |1, - 1B,

J

1

= s ~@ef + @~ DVE@T - @ - 114,

1

= ||(c; = &) el || + ||d;VF(=)" — d; [A]

+|| VR @) - 14,

49

A continuacién, acotamos los dos primeros sumandos del lado derecho de (4.8).

ltes =2 efll, = e ;

illlerll, = les =@l

< |x(z VE(@)"2) — x(z. (4], 2)|

<7ﬂvmwfz—mb4

< | (VE@)" - 14]) 2|

< 79 |2l (4.9)

donde la ultima desigualdad se tiene por el Corolario 2.2.
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Ademas,

d;VE ()" —d; [A]}|| =

d;VFy(2)" = d;VEF(2")" +d;VEF(z")" - d; 4],

J

1

1

d;VFy(z*)" - d; ],

J

< |d;| IVFj(z) — VF;(z")||, +

1

d;VF;(z")" —d; [A];

J

< n|dl [VE(z) = VF(2")| +

1

d;VF;(z")" —d; 4]

< n|d;|ve+ j

1

= n [U(z, VE(@)"2)|ye +||d;VF(a")" - d; [A],

)
1

4,V E (@) —d; AL -

< nV2ye+ i

(4.10)

Con el fin de acotar el segundo sumando en la desigualdad (4.10), sumamos y
d;
(2.19), teniendo en cuenta que d; = v(z;, VFj(z)"2) y c@ = Y(2;, [A]; 2). Asi,

restamos la expresion OTJ-VFJ-(:B*)T, usamos (2.24) y la cota para dada por

d;VF(@)" — d; [A],

1

(d = &) VE )" +d; (T ()" - [4),)

1

< |y = 4| IVE; (@), + |dy ||| VE ()" — [A]||

< njd; = dj| [VE (@)l +n|dy| | VE ()" 4]
Por el Corolario 2.2, tenemos
GVF @) = GlAL| < 0 (n|VE@) 2 [A]] 2|) IVF @)l +n |46

< n (n|(VE@)" - 14],) 2| IVF (2]l + V2 6)

< nd (nllzll IVE(z*)ll. + v2) -
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Reemplazando esta cota en (4.10),

d;VF(2)" — d; [A]

J

< avEyetnd (1|l IVE @), +v3) . (411)

Finalmente, de (4.7), (4.9) y (4.11) obtenemos una cota superior para ||H — B|| .

IH = Blly < 8(lzle+mlzlIVE @), +van+n) +eny (VE+1).

Por lo tanto,

|- Bll,, <6 (4.12)
donde
=0T+ €ew, (4.13)
con
T =10zl +nnlzl, VE), +V2n+a, (4.14)
y
w=n-y <\/§+1) (4.15)
pues es mayor que la cota resultante en el caso j ¢ . *

Lema 4.2. Sean r € (0,1) y B la matriz definida por (4.1). Existen constantes positivas
€0 Y 0o tales que,

si fle—a, <e y [A-F(2)], < b,

la funcion Q definida por

Q(x,A) = z— B '®y\(z), (4.16)
esta bien definida y
1Q(x, A) — ||, < 7 lle—a,. (4.17)
. R r r
Demostracion. Sean r € (0,1),0 < é < y 0< 0y < —

8ut’

donde w es la constante (4.15), 1 es la constante de Lipschitz de Vi, dada en (2.20),
7 estd definida en (4.14) y p estd definida en (4.2).
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Supongamos que x € B(x*; €), A € B(F'(x*);d), B la matriz asociada a A por la
regla (4.1), H, la matriz asociada a F'(z*) por la misma regla y H definida en (3.8).

Para probar que Q estd bien definida se debe garantizar que B~! existe. Para ello,
consideremos la desigualdad

IB—Hlo < [I1B=Hl+I[H—Hl- (4.18)

El primer sumando del lado derecho de (4.18) esta acotado por (4.12), asi

IB—H|. < dor+éw < (4.19)

ro wr
8 8pu(w++v2nn)

Acotemos el segundo sumando del lado derecho de (4.18), para ello, utilicemos la con-
tinuidad de F, la continuidad Lipschitz de Ve, y la definicion de norma matricial
infinito.

Por la continuidad de F, tenemos que para € existe 6 >0 tal que,

si |le— x| <6 entonces |Fj(zm)— Fj(x")] <é

Sea € = min{&,é}.
Si |le—=x*||, < € entonces |Fj(x)— Fj(x")| <é,
y por otra parte,

|H — . = ||l

< n lm va(yf,Fj(y’“))—Vw(y_f’Fj(_k))Hoo

k—o0

< n lim HV@A(@/f,Fj(yk))—V%(yf,Fj( "))
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Como el gradiente de ¢, es Lipschitz continua (2.20) tenemos

|\H—-H., = n limnp

k—o0

Yy —yk
( Fi(y) — Fi(y)

( Fj(x) — Fj(z7) ) ' -

() — Fi(@7)[} -

2

IN

V2nn

= V2np méx{}xj -]

Consideremos las dos posibilidades para éste maximo.

1. Si méx {|z; — z3|, |Fj(z) — Fj(x)|} = |z; -2} < [z -, <€ <&

2. Si max {|z; — 27|, |Fj(x) — Fj(z*)|} = |Fj(z*) — Fj(z)] < e

de lo anterior

2
|H—H,|. < vVZnné < VZnnr (4.20)

84w+ V2nn)

Sustituyendo (4.19) y (4.20) en la desigualdad (4.18)

r wr 2nnr r
IB-Hl. < =+ L Vewr

Sp 8p(w+v2nn) Sup(w+v2nn)  Ap

Por lo tanto, de (4.2) se tiene

T 1

IB-HJl, < — < -——,
4 A H o

(4.21)

luego,
1

18 = < !
o0 4
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de donde ||[H'B — IL,|| ., < 1. Por el lema de Banach? existe B~! y por lo tanto la
funcién Q estd bien definida. Ademas,

1H oo H _é )
[ B-L]. = 1 3"

1B e < 1=

La segunda parte de la prueba consiste en probar (4.17). Para ello, sustraemos z* en
(4.16), aplicamos || - ||~ y realizamos algunas manipulaciones algebraicas.

1Q(z, A) — #'|| .= [z — 2" — B~ ®x(2)]

= ||(x — z*) =B~ '@, (=) + B 'H, (x — x*) —B'H, (x — =*) .

= [|B7 (B~ H.) (@ —27) =B~ (®x(x) + H. (z — x°))]

oo

= Bl (B = H.)(x — ") = (Pa(2) — Oa(2*) + H. (x — 7))

e}

4 * * *
< gplIB=Hlglle =2l +[[®a(2) = 0\(a") + H, (2 —2")|| ],

de donde obtenemos la desigualdad,

10, 4) — 2"l o< o [ 1@ @) L (@)

=z - a',. (422)

37 [4p lz—z*|
Por otra parte,
N I L e e NE Y (e o)
|2 — =+l N |-z >
(4.23)
2Sean || - || una norma matricial inducida en R**" A y C € R"™". Si C es no singular y

o
T, — C14]

I, — C~tA| < 1, entonces A es no singulary [|[A~Y| < .



4.2. Resultados de convergencia 35

donde H € 0P, (z).

En [23], Kanzow y Kleinmichael prueban que ®,(x) es semisuave, es decir

o 19a@) = Bae) + H — )],

=" | — 2
T — x|

= 0. (4.24)

Asi, para cualquier p > 0 existe e, > 0 tal que si ||& — z*|| < € entonces

[PA(z) — Pa(z") + H(z — 27|,

<p,

wr
8u(w + v2nn)’

en particular, para p = existe ¢, > 0 tal que, si ||z —2*|| < €

entonces

|Pa(x) — Pa(z*) + H(x — x*)|| wr
|z — == 8ut (w++v2nn)

: (4.25)

Finalmente, sea ¢¢ = min{é, ¢ }. Si ||z —z*|| < e y ||A — F'(z")|, < do entonces,

de (4.25), (4.20), (4.23) y (4.22),

o0

r r
Oz, A) —z*||, < —,u{—%——} T — x|,
1Q(z, A) | R | |

completando asi la demostracién del Lema 4.2. *

A continuacion, presentamos un teorema andlogo al teorema de las dos vecindades del
caso diferenciable [14], con el cual demostramos convergencia lineal del algoritmo pro-
puesto. El nombre de dos vencidades se debe a que, en las hipotesis del teorema, se
requieren dos vecindades, una de la solucién y en la cual debe estar el punto inicial, y
otra de la matriz jacobiana de F' en la solucién y en la cual debe estar su aproximacion
inicial.
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Teorema 4.1. Dado r € (0,1), existen constantes positivas €; y 6y tales que

si |lwp -, <ea oy |A—F(x)], < 01,

o0
entonces la sucesion {x} generada por

L1 = T — BIC_ICI)A({E]C),

con By la matriz cuyas filas estan definidas por (4.1), estd bien definida, converge a x*
y satisface
@1 = 2l < 7 [l — 2", (4.26)

para todo k=0,1,2,....

Demostracion. Consideremos la funcién Q definida en (4.16). Asi, paratodo k = 0,1, ...
T = Qzr, Ay) = xp — By 'Oy (),
con By, definida por (4.1).

Dado r € (0,1), sean ¢; € (0,¢) y 61 € (0,80) donde ¢ y dp son las constantes
positivas del Lema 4.2.

Realizaremos la demostracion por induccion matemdtica sobre k.

= Para k£ = 0.
si lwo—2'|, <a<e vy o |A—-F (x|, <0< do,
x; = Q(xo, Ag) esta bien definido y satisface
o — a7l < 7 llzo - 2. (4.27)

= Supdngamos la hipotesis inductiva para k = m — 1, esto es,

si fleo—z <ea oy |JAo— F(z")] < 6,

o0

entonces
-1
Ty = Typ—1 — Bm_1q)>\(mm—1)a

esta bien definido y

|20~ 2"l = Q@ 1. Anr) @l <7 s 2l (428)
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Dado que ||z — x*|| ., < e entonces de (4.28)

lzm — 2" < 7lEn1 -2,
< "l — 27|
< e
< €p;

Asi, por el Lema 4.2, x,,,; estd bien definido y satisface

Por lo tanto, concluimos que (4.26) se cumple para todo k£ =0,1,.... *

Observe que en la demostracion del Teorema 4.1 usamos la norma infinito. Pero, si
e, = ||z — x*|| es el error en cualquier otra norma, entonces e, < ar* ey, donde « es
una constante positiva que no depende de k£ y r es la constante del Teorema 4.1. Asi,
tendremos convergencia r [ineal en cualquier otra norma.

Entre los teoremas estandares de la teoria cuasi Newton para sistemas de ecuaciones
no lineales diferenciables estd el teorema conocido como condicidn de Dennis-Moré [15],
el cual da una condicion suficiente para convergencia superlineal. El teorema siguiente
es analogo al teorema mencionado y nos permitira, en la secciéon siguiente, demostrar
convergencia superlineal del Algoritmo 4.1.

En la demostracion del Teorema 4.2 usamos || - || = ||+ |0, pero, recordemos que los
resultados de convergencia superlineal son independientes de la norma.

Teorema 4.2. Supongamos que son validas las hipotesis H1 a H3 y que la sucesion
{xr} generada por
L1 — T — Bk_lq))\ (.’Bk) s (430)

satisface que limg_,o T, = x*, con By la matriz cuyas filas estdn definidas por (4.1) y
H. la matriz definida por (3.9). Si

By — H,

k00 e

donde s, = xp1 — x entonces, la sucesion {xy} converge superlinealmente a x*.
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Demostracion. Como se mencioné anteriormente la @) es semisuave en x*, asi

i 12 (@n) = 5 (27) — Ho (2 —2")|| _ 0.
ke |z — 2|

donde H, € 09,(z*). Como ®, (z*) =0, tenemos

[Py (z1) — He (21, — )|

lim = 0. 4.32
Por otra parte
e — 2| < [[H| | (@ — 2] (4.3)
ademas,
[Px (i)l = [[Hs (2 — 27)|| | < (|2 (@4) — H (2 — 27)]- (4.34)
Al reemplazar (4.33) en (4.32) y utilizar (4.34) tenemos,
d — ||H. —x*
i 1122 (@01~ I (21— 2] _ )
e |[H| . (2]
luego,
d — || H. —x*
e @l = 1 (= )] w6
@’ | H. (2, — )|

1
Usando la definiciéon de limite, tenemos que, en particular, para p = 37 existe € > 0,

tal que si ||z — x*|| < € entonces,

1 @a (@R — ([ Hy (2r — 7))
2 [1H. (2 — )|

<1
9’

de donde

1 * 3 *
5 1 (@i = 27) | < [[@a (@)l < 5 [[Hx (21 — 27)]] -
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A partir de la desigualdad de la izquierda y por (4.33) obtenemos

1 1
1Px ()| > 5 [ (2r = 2)]| = =gy s — 27| (4.37)
2 2|2
Por otra parte, de (4.30) tenemos la ecuacién
0 = BkSk + q)>\ ({Ek) s (438)

donde s, = xjy1 — k. Sumamos y restamos la expresion H, sy — @y (€ry1) en (4.38),
con lo cual

—®) (1) = Brsp— Hisp + Oy () + Hisp — Pp (Th11)

Aplicando norma y luego la desigualdad triangular obtenemos

[Px (zes)l = ||Brsk — Hasp + @x (zg) + Husp — Ox (zr11) ||
< N(Be = Hy) sl + |Px (@k) + Hesp — Pa (@g41) |

de donde

[x (4] (B — H) sl N[ (@) + Hesp — Do (@) |
e sl sl

el primer sumando del término derecho converge a 0, por la hipétesis (4.31). El segundo
sumando converge a 0, por la semisuavidad de ®,. Por lo tanto,

i 122 (@)

et si

= 0. (4.39)
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De la expresién (4.39), (4.37) y (4.2)

P 1 —x*
0= g BEl L e o
e sl ) i e P
L s — 27|

2 AT

Lpi1 — r*+x*r — {BkH

_ *
R S LR
2pmimat Ty — || + [l — 27|
|41 — 2]
1 e
a e ]
[T
Por lo tanto,
_ *
o loc=2'l
moas [y — 2|
es decir, si se satisface (4.31) la sucesién {xj} converge superlinealmente a z*. *

4.3. Familia de métodos secante de cambio minimo
para ®)(x)=0.

En esta seccién generamos una familia de métodos secante de cambio minimo para el
sistema de ecuaciones ®,(z) = 0 siguiendo las reglas generales para métodos de este tipo
desarrollados por Martinez en [31] y demostramos ademads, que dicha familia proporciona
algoritmos local y superlinealmente convergentes.

Los métodos cuasi Newton difieren entre si, por la forma de actualizar la matriz A, en
cada iteracion. Entre los algoritmos cuasi Newton “practicos” se encuentran los llamados
métodos secantes de cambio minimo, en los cuales la actualizacién de Ay, la matriz Ag.yq,
debe satisfacer la ecuacion

A1 (Tr1 — @x) = F(@pp1) — F(ap) (4.40)
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conocida como ecuacion secante [14] y su cambio (medido en alguna norma) respecto a
Ay debe ser minimo. Es decir,

[Apr = Axll = min [[A — Ay, (4.41)

donde V, es un conjunto de matrices A € S C R™*"™ que satisfacen la ecuacion secante
(4.40), donde S es un subespacio vectorial de R™*" [16].

Exigir que en cada iteracién se satisfaga la ecuacion secante y que haya un cambio
minimo entre dos actualizaciones consecutivas, hace que la sucesiéon de matrices {Ay}
exhiba un fenémeno conocido como deteriorizacion acotada [14] [33] [6], el cual garantiza
que las matrices de la sucesién permanecen en una vecindad de F’(z*). Esto es esencial
para demostrar convergencia local lineal.

Por lo anterior, en cada iteraciéon de un algoritmo secante de cambio minimo, el conjunto
V' esta determinado por los vectores x; vy @11,

V = V($k, mk—f—l) = {A es Q R™*™ . A(III}C_H - $k) = F($]€+1) - F({Ek)} . (442)

Dado que necesitamos la matriz en V' “mas cercana” a Ay, es natural pensar en la pro-
yeccion ortogonal de esta matriz sobre V, Py(Ai) = Py 4, (Ax). Teniendo en cuenta
que

| Py (Ak) — Al = }123 | A — Agll, (4.43)

y que V' es un conjunto cerrado podemos garantizar que Py (Ag) € V. Esta proyeccién
es unica porque V' es un conjunto convezo [26]. Por lo tanto,

Py (A) — Aill = min ||A — Al . 4.44
| Py (Ax) k| glel‘f} | k| ( )
Asi, de (4.41) y (4.44) concluimos que

A1 = Py (Ay).
Diferentes actualizaciones secante de cambio minimo se obtienen al variar la norma

matricial en R™ ™ o al variar al subespacio S. Es asi como se genera una familia de
métodos secante de cambio minimo. Por ejemplo, denotemos

Y = F(xp) — F(ze) vy S = Ty — Ti.
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» Actualizacion “buena”de Broyden [5].

—A T
Apry = Ay + B Ao (4.45)

resulta al elegir la norma de Frobenius 'y S = R™".

v Actualizacion “mala”de Broyden [4].

(yx — Arse) Y Ar

A1 = Ap + 4.46
k+1 k o (4.46)
resulta al elegir la norma de Frobenius y
V= {A e R A1 (mk-i—l — $k) = F(III}C_H) — F({Ek)} .
» Actualizacion de Schubert [12].
F T
Apr1 = A + @Tik)sk (4.47)
» Actualizacion de Schubert esparsa [12].
— A T
Apsr = Ay + B = Ac)8 (4.48)

st s

resulta al elegir la norma de Frobenius y S como el conjunto de las matrices
esparsas.

Martinez en [31] [32] [33] generaliza la teoria de convergencia local para los métodos
secantes de cambio minimo para resolver sistemas de ecuaciones no lineales diferenciables
y problemas de optimizacién. Por ello en sus hipotesis hace uso de dos normas. En nuestro
caso, s6lo usaremos una norma dado que nuestro interés es la solucién de sistemas de
ecuaciones no lineales.
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Algoritmo 4.2. Supongamos xy y Ay arbitrarios. Para k = 0,1, ..., las actualizaciones
T Yy Agi1 son generadas como sigue

By, = D,+ DyA (4.49)
L1 — T — Blzlq)(.’Bk) (450)
Ak-{—l = Pmk,xk+1 (Ak) (451)

donde D, = diag(ay,...,a,) y Dy = diag(by,...,b,) con
a; = x(z;, F(@) -1y b =], F(a) - L.

79 79

Con el fin de desarrollar la teoria de convergencia de la familia de métodos secante de

cambio minimo generados por el Algoritmo 4.2 supondremos una hipotesis adicional
a H1, H2 y H3 .

H4. Supongamos que para todo x, z en una vecindad de x*, existen A € V(x,z) y
a; > 0 tal que,
||A - F,({B*)H < OélO'({B, Z), (452)

donde, o(x, z) = méx{||z — =*||, ||z — =*||}.

Esta hipétesis es andloga a la hipétesis adicional en [28].

4.4. Resultados de convergencia adicionales

En el siguiente lema demostramos que una matriz generada utilizando la regla (4.51)
para actualizar la matriz A, puede deteriorarse pero, en forma controlada.

Lema 4.3. Supongamos las hipdtesis H1 a H4. Sean A la proyeccidn ortogonal de A
sobre el conjunto V(x, z) y A la proyeccion ortogonal de F'(x) sobre V(x, z) entonces,

|AL = Fi(a)|| < |A = F'(a)]| + azo(z, 2) (4.53)
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donde ay > 0 y o(x, 2) = méx{||z— |, ||z — =*||}.

Demostracion. Por la desigualdad triangular tenemos,

|4 - F@) < |4, - 4| +||3- F(a)|

< A=A+ ]A-re)
< A= F(2)| + HF’(w) —EH + HE_F/(m)H (4.54)
Pero HA\— F’(m)” = Wén‘/j(rﬂlg’z) |W — F'(x)|| v, en particular, por H4 existe U € V(x, 2)

tal que
|U - F'(z)| < aio(z, 2).

Entonces, de (4.54) tenemos que

|4 = F(@)| < 4= F()]+2] - F(a)|

IN

|A = F'(z)]| +2[|U - F'(z)]|

IN

|A— F'(2)| + axo(z, 2)

con, ap = 2ay. *

Lema 4.4. Supongamos las hipotesis H1 a H4. Fxiste ¢ > 0 tal que

1Pey(A) = F'(2)]| < [A=F'(@)] +cllz— | (4.55)

siempre que, T y Yy pertenezcan a una vecindad de x*, con |ly— ¥ < ||z — x| y la
matriz A en una vecindad de F'(x*).

Demostracion. ver [31]. *
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Los dos lemas anteriores, asi como las hipétesis H1 a H4 son centrales para garantizar
el siguiente resultado.

Teorema 4.3. Supongamos las hipdtesis H1 a H4 y que la sucesion {Ax} estd definida
por (4.2). Dado r € (0,1), existen constantes positivas € y § tales que

si lm—a|<e y JA-F(z)<o

cualquier sucesion {xy} generada por
—1
LTr+1 = -'Bk_Bk cb(ﬂ%),
esta bien definida, converge a x* y ademds,

l#r — 2| < flay — 2] (4.56)

Demostracion. Dado § € (0,6,), podemos escoger € € (0,¢;) con

< (61 — 3)(1 —)

; , (4.57)

al

donde 97 y €; son las constantes positivas del Lema 4.2, y la constante ¢ es definida
en (4.60).

Algunas consideraciones sobre la forma de elegir la constante €, son las siguientes.

; (61 — 3)(1 — )

1. S < €, la constante § también dependerd de €, ya que,
c
g > 51 — ca .
1—r
6 —6)(1—
2. Si (% I ) > €1, podemos elegir cualquier valor en (0,€;) como .

C
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Asi, en cualquiera de los casos, se puede elegir € en el conjunto
(61 — o1 —r)
0 0 .
0. ) (0122
Luego, a partir de la desigualdad (4.57) obtenemos
- € - (61— 0)(1 —7)
0 < 0 < 0. 4.58
+er— LT 1 (4.58)
Realizaremos la demostracion por induccién sobre k.
1. Para k=0,
si ||$0—$*H <e< g y ||A0—F/($*)|| SS < (51
entonces por el Lema 4.2, x; = ¢, — By '®(x() estd bien definido y satisface
21 — 27| < rlleo — 27,
asi, (4.56) es verdadera para k = 0.
2. Supongamos (4.56) verdadera para k =m — 1, esto es,
st fema -2 <€y [Apo = Fl(2Y)||
Ty = Ty — By ' ®(x,,_1) estd bien definido y satisface
[ — || <7 l|@mn — 27| (4.59)

3. De (4.59) obtenemos

[Zm — 2" < 7lZm — 2"
< M ae — 27|
< re
< € < €.
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Por (4.55),
[An = F'(z*)|| < [[An-1 — F'(@")| + et [[®m-—1 — 27|
m—1
< 64ce Y 17
=0
< +cCce Z r
=0
— €
< 0+c < 01,
donde
c=,Jéx ¢ (4.60)

con las constantes ¢; dadas en lema anterior y la tltima desigualdad se obtiene de
(4.58). Asi, por Lema 4.2, x,,,; estd bien definido y satisface

[ — 2| < v fle, — 27| *

Lema 4.5. Supongamos las hipdtesis H1 a H4 y que la sucesion {Ax} estd definida por
(4.2). Ezisten constantes positivas € y § tales que,

si lwo—a'[<E oy [JA-F'(2)] <0

cualquier sucesion {xy} generada por
~1
L1 = T — Bk Cb(ﬂ%),

con By definida por (4.1), entonces

lim || Byt — Byl = 0. (4.61)
k—o0

r
y o< o,
8u(w+ vV2nn) 8ut

r

=21l

Demostracion. Sean H, € 0®,(x*), r € (0,1), € <

donde w es la constante (4.15), n es la constante de Lipschitz de Vi, dada en (2.20),
7 estd definida en (4.14) y p estd definida en (4.2).
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Por la desigualdad triangular
[Brsr = Bl < [[Brga — Hel + || Be — H.|| (4.62)

y de la desigualdad (4.21)

T r

By — H, < — By — H, < —
| Bi oo < m y [ o < I (4.63)
Usando (4.63) en (4.62) tenemos,
r
By — B < —
|1 Br+1 — Billo < o
de lo cual sigue (4.61). *

Con el resultado del Lema 4.5 derivamos una condicién suficiente para convergencia
superlineal, como lo afirma el siguiente teorema.

Teorema 4.4. Supongamos las hipotesis H1 a H4 y que las sucesiones {x}, {Ax}
son generadas por el Algoritmo 4.2 y ka T =x. Si
—00

By — H,
i 1Ben = B sill (4.64)
k—o00 ||SkH

entonces la sucesion {xy} converge superlinealmente.

Demostracion. Es una aplicacion directa de los Teoremas 4.2 y 4.3. En efecto,

B, — H, B, —B By, — H,
o IBe—H) sl B B sl | (B = H) sl
k—o00 ||3kH k—o00 ||3kH k—o0 ||3kH

IN

k—o00 k—o0

Por el lema anterior,
k—o0

y el segundo sumando del término derecho es cero por la hipétesis (4.64). Luego,
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B, — H,
o 1B = ) sell
k—o00 HS}C”

que es la condicién tipo Dennis-Moré del Teorema 4.2. Por lo tanto, concluimos que
la sucesion {xy} converge superlinealmente. *

Por los resultados demostrados en esa seccion tenemos que bajo las hipétesis H1 a H4,
la familia de métodos secantes de cambio minimo generada por (4.40) proporciona algo-
ritmos local y superlinealmente convergentes, lo cual se resume en el siguiente teorema.

Teorema 4.5. Supongamos las hipdtesis H1 a H4 y que las sucesiones {xy} y {Ax}
son generadas por (4.2). Dado r € (0,1). Eristen constantes positivas € y 0 tales que,

si wm-a'<e y JA-F(z)]| <o

entonces, la sucesion {xy} converge local y linealmente a x*. Si

Bysr — H,
i 1B = H) sill (4.65)
k—o00 ||3kH

entonces la sucesion {xy} converge superlinealmente a x*.

Demostracion. Es una aplicacién directa de los Teoremas 4.2, 4.3 y 4.4. *



Capitulo

Pruebas numeéricas

En este capitulo, analizamos numéricamente el comportamiento local de la familia de
métodos secantes de cambio minimo propuesta en el Capitulo 3. Para ello, comparamos
nuestros algoritmos con el método de Newton generalizado propuesto en [40].

Para mayor claridad en la lectura del capitulo, incluimos a continuacion los algoritmos
mencionados en el parrafo anterior.

El Algoritmo 5.1 es de tipo Newton generalizado. Este usa en cada iteracién la matriz
H), definida en (3.8), la que a su vez usa la matriz jacobiana de F.

Algoritmo 5.1. Dados my y A € (0,4), para k=1,2,...
Mientras — ||®(x,)|]| > /n107 y k<N
Calculamos F'(xy,).
Calculamos Hy mediante (3.8).

Calculamos la iteracion siguiente por
~1
L1 = T — Hk (I)(:Ek)

k< k+1

20
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El Algoritmo 5.2 se basa en el Algoritmo 4.2 que propusimos en el Capitulo 4 y
el cual es de tipo secante de cambio minimo. Usamos las férmulas de Broyden (4.45),
(4.46), la férmula de Schubert (4.47) y Schubert esparsa (4.3) para actualizar en cada
iteracion la matriz Ay, con lo cual tenemos cuatro versiones del Algoritmo 5.2.

Algoritmo 5.2. Dados @, Ag y A € (0,4), para k =1,2,...
Mientras |®(x)|| > Vn107° y k<N
Calculamos By, mediante (4.1).
Calculamos la iteracion siguiente:
Tpi1 = T — By 'Oy ()
Actualizamos Ay, usando (4.45), (4.46), (4.47) o (4.3).

k< k+1

fin.

Para escribir los cédigos de los algoritmos y de las funciones de prueba utilizamos el

software MATLAB®. Realizamos los experimentos numéricos en un computador con pro-
cesador AMD Sempron (tm) de 2.21 GHz.

Utilizamos ocho problemas de prueba para algoritmos de complementariedad no lineal,
cuatro de los cuales los elegimos de una lista propuesta en [37] y que son considerados pro-
blemas “dificiles”, en lo que respecta a convergencia. Estos problemas son Kojima-Shindo
(aplicacién en economia al problema de equilibrio econdmico [24]), Kojima-Josephy,
Nash-Cornout (aplicacién en teoria de juegos [21]) y Mathiesen Modificado (aplicacién
al problema de equilibrio econémico walrasiano [35]). Para cada uno de estos proble-
mas describimos a continuacion la funcion que los define, asi como el punto inicial que
utilizamos (x) y la o las soluciones encontradas ().

1. Problema Kojima-Shindo. Sea F : R* — R* definido por

322 + 22129 + 203 + 23 + 314 — 6

21‘%4‘%%“‘1’1‘"10%3“‘2%4—2

3xf + w1 + 225 + 203+ 924 — 9 |7
2% 4 323 4 223+ 314 — 3

F(x) =



=111 y 2 = (V6/2001/2)" .

2. Problema Kojima-Josephy Sea F :R* — R* definida por

322 + 2x129 + 203 + 23 + 314 — 6
223 + x5 + 1 + 323 + 224 — 2
322 + 1119 + 225 + 223 + 314 — 9
2?2 + 323 + 213 + 314 — 3

F(x) =

z= (1111 ya = (V6/2001/2) .

3. Problema Nash-Cournot Sea F :R> — R® definida por
1

v
2000 1

— | = e— ——

() L))

donde ¢= (10 864 2)", b= (1.2 1.1 1 09 0.8)T, L=(5 55 5 5),
e=(11111),y=11

Punto inicial 2 = (10 10 10 10 10)” y la solucién encontrada fue
x* = (15.4293076 12.4985817 9.6634730 7.1650935 5.1325661)" .

S

1
F(x) = c+ Lbz

4. Problema Mathiesen-Modificado. Sea I : R* — R* definida por

—To + T3 + T4
4.5.%3 + 27.%4
Ty + 1
0.5x3 + 0.324
T3 + 1

T —

5—1’1—

3— T
Este problema tiene infinitas soluciones de la forma
" =(a000)",

con a € [0,3].
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A partir del punto inicial ¢y = (111 1)T encontramos las soluciones siguientes.

Con el método de Newton generalizado,

=(0000)"

Con el Algoritmo 4.2 y las diferentes actualizaciones,

x* = (0.8268872 0 0 O)T actualizacion de Broyden “bueno”.
= (0.8501340 0 0 O)T actualizacion de Broyden “malo”.

x* = (1.0983616 0 0 O)T actualizacion de Schubert.

x* = (0.3069555 0 0 O)T actualizacion de Schubert esparsa.

Los cuatro problemas restantes, los generamos como en [20], para lo cual definimos la
funcion F':R™ — R” por

hi(x) — hi(x*), si ¢ es impar o si ¢ > E,
hi(x) — h;(x*) + 1, sii es par,
donde z* = (1 0 1...1)T y las h; con ¢ = 1,...,n son algunas de las funciones

propuestas en [29], a saber Sistema Trigonométrico, Trigonométrico Exzponencial, Tri-
diagonal y Rosenbrock, los cuales describimos a continuacion.

1. Problema Sistema Trigonométrico. Sea h; : R — R definida por

10

5i+5
hi(x) :Z <5—(z+1)(1—cosx] —sinx; — Z cosx]> ;

7j=1 m=>5t+1

donde i = div(k—1,5). El punto inicial fue zo = (0.9 0.1 0.9 0.1...0.1 0.9 0.1)"
y la solucién es * = (1 0 10...0 1 0)"

2. Problema Trigonométrico Exponencial. Sea h; : R — R definida por:
hl(w) = 3%% + 2.CE2 -+ sin(a:l — .Z'Q) sin(a:l + .Z'Q) -+ S -+ 41’100 — $996x99+x100 — 8,

donde

99
S = Z (31']2 + 2Ij+1—5 + sin(xj—xj+1) Siﬂ(l’j + I'j+1) + 4[Ej—$j_1€$j_l+$j—3) .
j=2
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Este problema tiene solucién «* = (101 0...0 1 0)". El punto inicial utilizado
fue o = (0.9 0.1 0.9 0.1...0.1 0.9 0.1)".

3. Problema Tridiagonal, Sea h: R?® — R definida por

hi(@) =) (5 -1)" = Z%%fb

j=1

Este problema tiene soluciéon «* =(1010...01 O)T. El punto inicial utilizado
fue 2o = (0.90.10.90.1...0.10.90.1)".

4. Problema Rosenbrock. Sea h: R*® — R definida por

19

hl(.’B) = Z [100 (.T? — [L’j+1)2 + (-Tj - 1)2 5

j=1

Este problema tiene solucién «* = (1010 ...0 1 0)". El punto inicial utilizado
es o= (0.9 0.1 0.9 0.1...0.1 0.9 0.1)".

Observemos que x* es una solucién degenerada de los PCNL asi generados, ya que

x; =0=Fj(x"), parai > g y par,

con lo cual, ®,, no es diferenciable en a*. Esto nos motivé a elegir dichos problemas
para analizar la eficiencia de nuestros algoritmos.

Usamos los mismos criterios de convergencia 'y divergencia propuestos en [39]. Exacta-
mente, declaramos convergencia si ||®y(zy)||2 < v/n107° y divergencia si el niimero de
iteraciones excedié 500 o si || ®x(zx)|l > 10%. Los puntos iniciales utilizados en las
pruebas numéricas son los propuestos en [37] y [29], respectivamente.

Para las pruebas numéricas procedimos de la siguiente forma: variamos A en el intervalo
(0,4) desde A =107 hasta A\ = 3.999 con incrementos de 1073,

1. Para cada valor de A, registramos si hubo o no convergencia de los Algoritmos
5.1 y 5.2, éste ultimo con las cuatro férmulas de actualizacién mencionadas ante-
riormente.
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2. De todos los valores de A\ utilizados, aquél con el cual el método de Newton gene-
ralizado converge en menos iteraciones lo llamamos \,; vy usamos este valor para
el pardmetro A en los Algoritmos 5.1 y 5.2.

Los resultados de pruebas del numeral 1) para cada una de las ocho funciones utilizadas,
los presentamos en diagramas de barras con la siguiente convencion de colores.

- M. Newton - M. Broyden bueno |:| M. Broyden malo

El eje horizontal indica la variacion de A. Para mayor claridad en la visualizacion de
los diagramas, sélo resaltamos los valores inicial y final de A a saber (A = 107!) y
(A = 3.9), asi como el primer valor para el cual el método de Newton generalizado
converge. El eje vertical indica nimero de iteraciones.

Las Figuras 5.1, 5.2 y 5.3 nos permiten observar que en cada caso, existe un inter-
valo de valores de A en el que el método de Newton generalizado, con las funciones
Kojima-Shindo, Kojima-Josephy y sistema trigonométrico, no converge debido al mal
condicionamiento de la matriz Hy, mientras que en dichos intervalos el Algoritmo 5.2
converge para algunas de las actualizaciones utilizadas.

Algo importante de destacar relacionado con el problema sistema trigonométrico (Figura
5.3) es que los Algoritmos 5.1 y 5.2 convergen (para la mayorfa de los valores de
A € (1.6,3.9)), a diferencia de los algoritmos locales que usan solamente la funcion de
Fisher o la funcién minimo como fue reportado en [39].

En las figuras restantes, observamos que en general los dos algoritmos utilizados con-
vergen. El Algoritmo 5.2 tuvo un pobre desempeno numérico para las funciones Nash-
Cornout (Figura 5.4) y Ronsenbrock (Figura 5.8) con las férmulas de actualizacién (4.45)
y (4.46), respectivamente.

Los resultados de las pruebas numéricas descritas en el numeral 2) los resumimos en la
Tabla 5.1. En esta tabla reportamos la siguiente informacion.
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Problema nombre del problema de prueba.
n: dimensién del problema.
Amin:  valor de A para el cual el Algoritmo 5.1 converge en menos iteraciones.
NG: numero de iteraciones con el Algoritmo 5.1.

BB: ntmero de iteraciones con el Algoritmo 5.2 y la férmula (4.45).
BM: ntimero de iteraciones con el Algoritmo 5.2 y la férmula (4.46).
SN: numero de iteraciones con el Algoritmo 5.2 y la férmula (4.47).
SE: ntdmero de iteraciones con el Algoritmo 5.2 y la férmula (4.3).

- :  hubo divergencia.
Problema n Amin NG SE BM SN BB ‘
Kojima-Shindo 4 2.7 7 17 14 - 16
Kojima-Josephy 4 3.860 9 14 9 - 12
Nash-Cornout 5 1.540 6 8 7 135 7
3
3

Mathiesen 4 0.010 3
Modificado 3

3
Sistema Trigonom. 10 1.930 5 18 24 - -
Trigonométrico exp. 100 0.010 3 6 6 8 4
Tridiagonal 20 0.010 3 5 5 8 4
Rosembrock 20 0.010 3 3 3 3 3

Tabla 5.1: Comportamiento local de los Algoritmos 5.1 y 5.2.

En la Tabla 5.1, observamos que, para estas pruebas numéricas preliminares, el Algo-
ritmo 5.2 que proponemos para resolver el problema PCNL presenta un buen compor-
tamiento local. En particular, destacamos el caso del problema Mathiesen modificado,
en el cual cada método converge en el mismo numero de iteraciones pero, a soluciones
distintas del problema.
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Figura 5.1: Problema Kojima-Shindo.
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Figura 5.2: Problema Kojima-Josephy.
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Figura 5.3: Problema Sistema Trigonométrico.
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= Figura 5.4: Problema Nash-Cornout. i
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Figura 5.5: Problema Mathiesen Modificado.
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Figura 5.6: Problema Sistema Tridiagonal.
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Figura 5.7: Problema Sistema Trigonométrico Exponencial.
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20
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3

Figura 5.8: Problema Rosenbrock.



Capitulo

Comentarios finales

La técnica de reformular el Problema de Complementariedad No Lineal como un sistema
de ecuaciones no lineales es muy importante para resolver ese tipo de problemas por-
que de esta forma, el trabajo principal en cada iteraciéon de un algoritmo tipo Newton
para resolver dichos sistemas consiste en hacer una tnica evaluacién de la funcion y en
encontrar la solucién de un tnico sistema de ecuaciones lineales.

En este trabajo propusimos un método cuasi Newton que puede ser util cuando la matriz
jacobiana de la funcién que define el problema es dificil o costosa (en término de nimero
de operaciones) de calcular.

Un estudio detallado de la funciéon de complementariedad que usamos para reformular el
PCNL y la cual denominamos, la funcion de Kanzow nos permitié encontrar cotas que

fueron fundamentales en el desarrollo de la teoria de convergencia del método propuesto.

Ademads, generamos una familia de métodos secantes de cambio minimo que bajo ciertas
hipotesis, convergen local y superlinealmente a la solucion del problema.

Experimentos numéricos preliminares muestran un buen desempeno local de los algorit-
mos propuestos. Pero, consideramos que es necesario realizar mas pruebas numéricas.

Finalmente, pensamos que es necesario incorporar estrategias de globalizacion al algo-
ritmo propuesto y hacer el andlisis teérico y numérico del algoritmo globalizado.
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