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CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

Una función de variable y valor matricial,

F : C
n×n −→ C

n×n

A 7−→ F (A),

es llamada una función de matrices. Este tipo de funciones ha sido estudiado desde
hace mucho tiempo; de hecho, Cayley (1858), en su obra A Memoir on the Theory of

Matrices, investiga la ráız cuadrada de una matriz y, posteriormente, Sylvester y otros
autores dieron una definición formal de una función de matrices [25].

Higham (2008), en su libro Functions of matrices theory and computations [25], pre-
senta una recopilación de su trabajo de investigación a lo largo de muchos años sobre
funciones de matrices, el cual incluye métodos numéricos para resolver problemas que
las involucran, aśı como una descripción general de aplicaciones en las cuales surgen las
funciones de matrices. Para desarrollar la teoŕıa, el autor emplea tres definiciones equi-
valentes de funciones de matrices a partir de la forma canónica de Jordan, el polinomio

interpolante y la fórmula integral de Cauchy, respectivamente. Además, basado en la
derivada Fréchet de una función de matrices, hace un tratamiento sobre la sensibilidad
de problemas asociados a dichas funciones.

Son numerosas las áreas en ciencia e ingenieŕıa en las que aparecen problemas relacio-
nados con funciones de matrices; por ejemplo, en ecuaciones diferenciales, modelos de
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Markov, teoŕıa de control, resonancia nuclear magnética, entre otros [25]. Las investiga-
ciones en funciones de matrices involucran teoŕıa de matrices, análisis numérico, teoŕıa
de aproximación y el desarrollo de algoritmos y software [25].

En gran parte, el desarrollo de una teoŕıa sobre funciones de matrices ha sido motivado
en la necesidad de resolver ecuaciones matriciales no lineales. Dos ejemplos de este tipo
de ecuaciones con una gran variedad de aplicaciones [25] son, la llamada ecuación de

Riccati [4][34]

XFX − A∗X −XA−G = O,

donde A∗ denota la transpuesta conjugada de A, F y G, son hermitianas y la ecuación
cuadrática matricial [26][24]

AX2 +BX + C = O,

donde A,B,C ∈ Cn×n. Esta ecuación es una generalización de la ecuación cuadrática
escalar.

Por otra parte, el gran interés en problemas de valores propios no lineales (F (λ)x = 0 ,
con F : C −→ Cm×n es una función de valor matricial dada y λ ∈ C ) ha motivado
diversas propuestas de problemas matriciales no lineales que sirven como problemas de

prueba para nuevas propuestas algoŕıtmicas. En efecto en [3], se presenta una colección
de 52 problemas, algunos de los cuales han sido construidos a partir del modelamiento de
aplicaciones de la vida real y otros espećıficamente para tener propiedades particulares.

En cuanto a métodos numéricos que resuelven ecuaciones matriciales no lineales, se
destaca el amplio uso del método de Newton [25][27][42]. Recientemente, se ha propuesto
un método tipo secante para resolver dichas ecuaciones [41] dejando un camino abierto
para investigar al respecto. Esto, unido al hecho de que son numerosas las aplicaciones
en las que surge la necesidad de resolver una ecuación matricial no lineal, nos motivó a
desarrollar el presente trabajo.

En este trabajo de investigación, desarrollamos una teoŕıa general de convergencia de
un método secante de cambio mı́nimo para encontrar ceros de ecuaciones matriciales no

lineales. Bajo ciertas hipótesis, demostramos que este método proporciona un algoritmo

local y superlinealmente convergente.

La presentación de este documento la organizamos de la siguiente forma. En el Caṕıtulo
2, presentamos en forma descriptiva los sistemas de ecuaciones no lineales; inicialmente
abordamos el caso de funciones no lineales de valor y variable vectorial, para luego ex-
tenderlos a funciones no lineales de valor y variable matricial. En cada caso, presentamos
un breve desarrollo teórico de los métodos de Newton y cuasi Newton, en particular de
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los métodos secantes de cambio mı́nimo. Además, para el caso matricial, ilustramos el

operador derivada de Fréchet para algunas funciones matriciales.

En el Caṕıtulo 3, consideramos un algoritmo tipo secante propuesto en [41] para resol-
ver problemas matriciales no lineales mostramos que es un algoritmo secante de cambio

mı́nimo y, usando las reglas generales de la teoŕıa de convergencia local para métodos
secantes desarrollada en [15], demostramos que dicho algoritmo converge local y super-
linealmente.

En el Caṕıtulo 4, exploramos numéricamente el comportamiento local del método secan-

te de cambio mı́nimo presentado teóricamente en el Caṕıtulo 3. Para ello, consideramos
un problema que guarda una estrecha relación con la llamada función cuadrática matri-

cial y que es conocido como el problema de los valores propios cuadrático [26][27][50].
Presentamos una breve descripción teórica del problema y lo resolvemos usando el algo-
ritmo secante de cambio mı́nimo en tres casos particulares incluyendo un problema de
aplicación conocido como sistema masa-resorte amortiguador.

En el Caṕıtulo 5, hacemos algunos comentarios finales y propuestas para trabajos fu-
turos sobre el tema.

Finalmente, presentamos la bibliograf́ıa que usamos en el desarrollo de este trabajo de
investigación.



CAPÍTULO 2

SISTEMAS DE ECUACIONES NO

LINEALES

En muchos problemas en diferentes áreas de la investigación aplicada surge la necesidad
de resolver un sistema de ecuaciones no lineales; es decir, encontrar un vector x ∈ Rn

que satisfaga la ecuación,
F (x) = 0, (2.1)

donde F : Rn → Rn es una función no lineal y continuamente diferenciable [15][45].

Al igual que en el caso de los sistemas de ecuaciones lineales, los no lineales pueden
tener solución única, infinitas soluciones o no tener solución. En contraste al caso de los
sistemas de ecuaciones lineales, métodos directos para la solución de sistemas no lineales
son usualmente aplicables solamente para sistemas pequeños; aśı, todos los algoritmos
prácticos para resolver (2.1) son iterativos [45].

Uno de los métodos más polulares y frecuentemente usado para resolver el problema (2.1),
por sus “buenas” propiedades de convergencia, es el método de Newton [15][45]. En este
método, dado x0 ∈ Rn, una aproximación inicial a la solución de (2.1), se considera en
cada iteración un modelo de F (x) de la forma

Mk(x) ≡ F (xk) + F ′(xk)(x− xk),

donde F ′(xk) denota la matriz jacobiana de F en xk y se resuelve el problema
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Mk(x) = 0. Es decir, se encuentra la ráız de este modelo la que se define como xk+1 .
Aśı, una iteración del método de Newton está dada por

F ′(xk)sk = −F (xk)

xk+1 = xk + sk.
(2.2)

En cada iteración, el método de Newton debe resolver un sistema de ecuaciones lineales
con matriz de coeficientes F ′(xk), lo cual, desde el punto de vista computacional, es
costoso [1].

Una alternativa al costo computacional que implica emplear la matriz jacobiana en cada
iteración, la representan los llamados métodos cuasi-Newton, que usan una aproximación
a la matriz jacobiana en lugar de ella misma. El objetivo con el que fueron creados estos
métodos fué el de mantener las “bondades” del método de Newton pero con un menor
costo computacional. En el desarrollo de estos métodos, en cada iteración, se considera
un modelo de F (x) de la forma

M̂k(x) ≡ F (xk) +Bk(x− xk),

donde Bk es una matrix que aproxima a F ′(xk), y se resuelve el problema M̂k(x) = 0.
Esto es, se encuentra la ráız de este modelo, la que se define como xk+1 . Una iteración
de estos métodos está dada por

Bksk = −F (xk)

xk+1 = xk + sk,

[1][15][45]. El “precio” que se paga por utilizar una aproximación a la matriz jacobia-

na en lugar de ella misma, se refleja en la disminución de la tasa de convergencia de
estos métodos, la cual es superlineal, en contraste con la del método de Newton que es
cuadrática [15].

En algunos casos, la matriz Bk se encuentra interpolando el modelo M̂ en xk+1; es
decir, haciendo que F (xk+1) coincida con el modelo M̂(xk+1), con lo cual, se llega a la
llamada ecuación secante [41]

Bk+1sk = yk, (2.3)

donde sk = xk+1 − xk, yk = F (xk+1)− F (xk).

Los métodos cuasi Newton se diferencian entre śı por la forma como actualizan la matriz
Bk en cada iteración. Entre estos métodos, se encuentran los llamados métodos secantes

de cambio mı́nimo [36][37][38], en los cuales la actualización de Bk, la matriz Bk+1,
debe satisfacer la ecuación secante (2.3) y su cambio, medido en alguna norma, respecto
a la matriz Bk debe ser mı́nimo; es decir,

‖Bk+1 − Bk‖ = mı́n
B∈V
‖B − Bk‖ , (2.4)
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donde V es un conjunto de matrices en Rn×n que satisfacen la ecuación secante (2.3).

Pedir que en cada iteración se satisfaga la ecuación secante y que además haya un cam-

bio mı́nimo entre dos aproximaciones consecutivas, permite que la sucesión de matrices
{Bk} muestre un fenómeno conocido como deteriorización controlada [7][17][36], el cual
garantiza que las matrices de la sucesión permanezcan en una vecindad de F ′(x∗). Esto
es esencial para probar la convergencia local lineal.

Por lo tanto, en cada iteración de un algoritmo secante de cambio mı́nimo, el conjunto
V está determinado por los vectores xk y xk+1,

V ≡ V (xk, xk+1) =
{

B ∈ T ⊆ R
n×n : B (xk+1 − xk) = F (xk+1)− F (xk)

}

, (2.5)

donde T es un subespacio vectorial de Rn×n [17].

Como necesitamos que la matriz en V sea la “más próxima” a Bk, es natural pensar en
la proyección ortogonal de esta matriz sobre el conjunto V, PV (Bk) = P xk, xk+1

(Bk) .
Teniendo en cuenta que

‖PV (Bk)−Bk‖ = ı́nf
B∈V
‖B −Bk‖ = mı́n

B∈V
‖B −Bk‖ , (2.6)

donde la segunda igualdad se tiene debido a que V es un conjunto cerrado, entonces
podemos garantizar que PV (Bk) ∈ V. Además, esta proyección es única, puesto que V
es un conjunto convexo [31]. Aśı, de (2.6), tenemos que

Bk+1 = PV (Bk) .

Diferentes actualizaciones secantes de cambio mı́nimo se obtienen al cambiar la norma
matricial en Rn×n o cambiar el subespacio T. Es aśı como se genera una familia de

métodos secantes de cambio mı́nimo, como por ejemplo, la actualización “buena” de

Broyden [7]

Bk+1 = Bk +
(yk − Bksk)s

T
k

sTk sk
, (2.7)

la cual resulta de elegir la norma de Frobenius y T = Rn×n, o también, la actualización

“mala” de Broyden [5]

Bk+1 = Bk +
(yk − Bksk)y

T
kBk

yT
k yk

, (2.8)

que resulta de elegir la norma de Frobenius y

V =
{

B ∈ R
n×n : B−1 (xk+1 − xk) = F (xk+1)− F (xk)

}

. (2.9)
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Si en el problema (2.1), la función F es una función no lineal, de variable y valor

matricial y Fréchet diferenciable [25][42],

F : C
n×n −→ C

n×n

X 7−→ F (X),

entonces, el problema (2.1) se transforma en encontrar una matriz X∗ ∈ Cn×n tal que

F (X∗) = O, (2.10)

donde O denota la matriz cero de C
n×n. Es decir, (2.10) representa un sistema matricial

diferenciable de ecuaciones no lineales .

Dado que F es Fréchet diferenciable en X, existe una aplicación lineal y continua

L : C
n×n −→ C

n×n

S 7−→ L(X,S),

tal que para todo S ∈ Cn×n,

F (X + S) = F (X) + L(X,S) +R(S), (2.11)

con

ĺım
‖S‖→0

‖R(S)‖

‖S‖
= 0, (2.12)

lo cual significa que, para todo ǫ > 0 existe un δ > 0 tal que si ‖S‖ < δ entonces
‖R(S)‖ < ǫ ‖S‖ .

Dado que L es una aplicación lineal, la igualdad (2.11) puede escribirse como

F (X + S) =F (X) + F ′(X)S +R(S), (2.13)

ya que, L(X,S) = F ′(X)S, donde F ′(X) ∈ Cn2×n2

denota la matriz jacobiana de
F : Cn×n −→ Cn×n en X.

Con el fin de identificar el operador derivada L en algunos casos particulares, presen-
taremos a continuación algunas funciones matriciales no lineales que han tenido gran
importancia debido a sus aplicaciones [42]. En cada una de las funciones matriciales,
consideramos a A como una matriz de tamaño n× n.

1. Inversa matricial. La función matricial asociada a este problema está definida por

F (X) = X−1 −A. (2.14)
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Usando (2.11), tenemos que

F (X + S) = (X + S)−1 −A (2.15)

Dado que para matrices B y C de tamaño n× n con B no singular [42],

(B + C)−1 = B−1 − B−1CB−1 +O(‖C‖2),

la igualdad (2.15) se transforma en

F (X + S) = X−1 − A−X−1SX−1 +O(‖S‖2),

de donde se deduce, por comparación con (2.13), que

L(X,S) = −X−1SX−1. (2.16)

Hallar la inversa de una matriz es uno de los problemas más antiguos, dicho pro-
blema se encuentra asociado con la solución de sistemas lineales y en la actualidad,
asociado con la técnica de construcción de estrategias de precondicionamiento de
métodos iterativos [8][9].

2. Matriz ráız cuadrada. La función matricial que describe este problema está dada
por

F (X) = X2 − A. (2.17)

A partir de (2.11), tenemos que

F (X + S) = (X + S)2 −A

= X2 − A+XS + SX + S2, (2.18)

con lo cual, L(X,S) = XS + SX.

En este caso, la expresión para L(X,S) está relacionada con la ecuación del tipo

AX −XB = C, (2.19)

conocida como la ecuación de Silvester, donde X y C ∈ C
n×p; las matrices A

y B son de orden n y p, respectivamente [29][40][44][48]. Solucionar la ecuación

de Silvester no es un problema fácil, pues se requiere de un gran esfuerzo compu-
tacional.

La ecuación matricial X2 − A = O puede no tener solución, muchas soluciones o
infinitas soluciones [28]. En el caso particular de que la matriz A no tenga valores
propios negativos o nulos, entonces existe una única matriz X∗ tal que la parte
real de sus valores propios es positiva [28][29]; en este caso, X∗ = A1/2 se llama la
ráız cuadrada principal de A. Esta matriz, la podemos caracterizar cuando A es
diagonalizable [42].
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3. Función matricial signo. La función matricial signo de A se define como

G(A) = sign(A) = A(A2)−1/2, (2.20)

donde A1/2 es la ráız cuadrada principal de A.

Para definir un método iterativo que encuentre el signo de una matriz, es de gran
importancia tener en cuenta las siguientes propiedades de la función G.

a) G2 = In (G es involutiva).

b) AG = GA.

c) Si A es definida positiva (A > 0 ) entonces G = In.

De la primera propiedad, tenemos que G = sign(A) es la ráız cuadrada de la
matriz identidad; además, de la segunda propiedad, se deduce que G conmuta con
A; es decir, G = sign(A) es la ráız cuadrada de la matriz identidad que conmuta
con la matriz A [42].

Aśı, la función de matricial que describe a G = sign(A) es

F (X) = X2 − In. (2.21)

Usando (2.11), tenemos que

F (X + S) = (X + S)2 − In

= X2 − In +XS + SX + S2, (2.22)

al igual que para la matriz ráız cuadrada

L(X,S) = XS + SX. (2.23)

4. Función cuadrática matricial. Una función cuadrática matricial está definida por

Q(X) = AX2 +BX + C, (2.24)

donde A,B y C ∈ Cn×n. Esta no es la única forma de definirla; otras formas son
Q1(X) = X2A +XB + C, y Q2(X) = XAX + BX + XC +D con D ∈ Cn×n,
esta última conocida como la función algebráica de Riccati [4][34].

Usando (2.11), tenemos que

Q(X + S) = A(X + S)2 +B(X + S) + C

= Q(X) + (ASX + (AX +B)S) + AS2, (2.25)
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luego,

L(X,S) = ASX + (AX +B)S. (2.26)

En este caso, la expresión para L(X,S) está relacionada con la ecuación del tipo

AXB − CXD = E, (2.27)

conocida como la ecuación de Silvester generalizada para la cual, existen varios
métodos de solución [19].

Por otro lado, volviendo al problema (2.10) tenemos que para el caso vectorial, el método

de Newton es el más popular para resolver un sistema matricial. Él surge de manera
natural al considerar la aproximación de Taylor de F alrededor de X dada por (2.11).

Una iteración del método de Newton para resolver (2.10) está dada por

L(Xk, Sk) = −F (Xk)

Xk+1 = Xk + Sk.
(2.28)

Teniendo en cuenta que L(Xk, Sk) = F ′(Xk)Sk, donde F ′(Xk) ∈ Cn2×n2

, la iteración
(2.28) se puede ver equivalentemente como

F ′(Xk)Sk = −F (Xk) (2.29)

Xk+1 = Xk + Sk.

Observamos que (2.11) nos permite identificar la aplicación de F ′(X) sobre S, que es
lo que se necesita en el paso (2.29) de una iteración de Newton para el problema (2.10).

La iteración del método de Newton dada por (2.29) es semejante a la dada por (2.2),
pero existe una gran diferencia: mientras en (2.2) es posible encontrar a sk para cada
k; resolviendo en cada paso un sistema de ecuaciones lineales con matriz de coeficientes
F ′(Xk) en (2.29) esto no es posible, puesto que F ′(Xk) y Sk son matrices cuadradas
de órdenes distintos.

En casos particulares como los de las funciones matriciales que presentamos anteriormen-
te, la iteración del método de Newton (2.29) ha operado usando la expansión de Taylor de
F dada por (2.11), para encontrar el operador L y aśı proceder a solucionar el sistema de
ecuaciones lineales F ′(Xk)Sk = −F (Xk), equivalentemente L(Xk, Sk) = −F (Xk). En
cada uno de estos casos, se ha desarrollado la teoŕıa de convergencia respectiva [42][41].

Historicamente, siempre que el método de Newton se ha propuesto para resolver un
problema espećıfico, también un método secante se ha podido desarrollar para el mismo
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problema, lo que sirvió como motivación a los autores en [41] a proponer uno de tales
métodos para el caso matricial y del cual hablaremos al final de esta sección y el caṕıtulo
siguiente.

Una forma en la que podemos abordar el problema (2.10) mediante un método cuasi

Newton es usando matrices de tamaño n2 × n2 para aproximar la matriz jacobiana de
F en X, F ′(X). Para esto, debemos reescribir la función F de la siguiente manera,

F : Cn2

−→ C
n2

X 7−→ F (X),

y también reescribir a X ∈ Cn2

y S ∈ Cn2

como vectores, para lo cual es conveniente
denotar a X y S como x y s , respectivamente. Aśı, la iteración del método de Newton

matricial (2.29) está bien definida y tiene forma análoga a la iteración de Newton para
el problema (2.1); es decir, cuando la función F : Rn −→ Rn.

Aśı, una iteración de unmétodo cuasi Newton para el problema matricial (2.10) está dada
por

Bksk = −F (xk) (2.30)

xk+1 = xk + sk.

donde Bk ∈ C
n2×n2

es una matriz que aproxima a F ′(xk).

En este escenario, podemos considerar un método secante de cambio mı́nimo para el cual
de forma análoga al caso de funciones de valor y variable vectorial descrito anteriormente,
la actualización de Bk, la matriz Bk+1 ∈ Cn2×n2

, debe satisfacer la ecuación secante

(2.3) y su cambio, medido en alguna norma con respecto a Bk debe ser mı́nimo. Aśı,
sobre el conjunto

V ≡ V (xk, xk+1) =
{

B ∈ R
n2×n2

: B (xk+1 − xk) = F (xk+1)− F (xk)
}

,

que es infinito, podemos buscar la matriz más cercana a Bk, como la proyección ortogonal
de la matriz Bk sobre el conjunto V.

Una desventaja que podŕıamos tener con este tipo de aproximación es que no disponga-
mos de la forma expĺıcita de la matriz jacobiana F ′(Xk) con lo cual, no seŕıa posible
encontrar una matriz Bk que aproxime a F ′(Xk). Por otro lado, si disponemos de la ma-

triz jacobiana, el costo computacional al realizar dicha aproximación seŕıa supremamente
alto.

La alternativa propuesta en [42][41] para abordar el problema (2.10), consiste en un
método tipo secante clásico para resolver problemas matriciales no lineales. Esta nueva
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propuesta tiene caracteŕısticas interesantes entre las que se destaca el uso de matrices
de tamaño n×n a diferencia de la extensión estándar de los métodos cuasi Newton que
utilizan operadores lineales de tamaño n2×n2 para aproximar la derivada de la función
F [21][46]. Al hacer uso de matrices de tamaño n× n en el método secante, se reduce
significativamente el costo computacional asociado con el álgebra lineal del algoritmo.

Dichos autores presentan resultados numéricos preliminares de su algoritmo para algunas
funciones y problemas matriciales particulares que indican que su propuesta secante

parece tener propiedades interesantes que aún no han sido establecidas. Además, resaltan
que falta más experimentación numérica.

Motivados no solo por la propuesta sino por lo mencionado en el párrafo anterior, reali-
zamos el análisis teórico de convergencia de este algoritmo secante, el cual presentamos
en el caṕıtulo siguiente.



CAPÍTULO 3

ALGORITMO Y TEORÍA DE

CONVERGENCIA

En este caṕıtulo, consideramos un algoritmo tipo secante de la forma propuesta en
[42][41] para resolver el problema (2.10). Mostramos que este algoritmo secante es de

cambio mı́nimo y desarrollamos la teoŕıa general de convergencia local para el mismo.

El análisis de convergencia local del método secante lo realizaremos siguiendo los linea-
mientos generales para convergencia de métodos secantes (de cambio mı́nimo) clásicos
[15][38]. Aśı, bajo hipótesis estándar demostramos que las matrices que aproximan a
L(X∗, S) se deterioran pero en forma controlada, lo cual, nos permitió demostrar conver-
gencia lineal del algoritmo, para posteriormente demostrar convergencia local superlineal
del mismo.

La iteración de un método secante general para resolver (2.1) puede expresarse de la
siguiente manera

Xk+1 = Xk −A−1
k F (Xk), (3.1)

donde la actualización de Ak, denotada por Ak+1 ∈ C
n×n, es una matriz que satisface

la llamada ecuación secante matricial,

Ak+1Sk = Yk, (3.2)

13
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con, Sk = Xk+1 −Xk y Yk = F (Xk+1)− F (Xk).

Es importante resaltar que la matriz Ak ∈ C
n×n no es una aproximación de F ′(Xk),

como se hace de manera natural en caso de funciones de variable y valor vectorial.

Dado que, AkSk y F ′(Xk)Sk son matrices de tamaño n× n, los autores en [42] y [41]
aproximan la matriz F ′(Xk)Sk por AkSk, lo cual constituye el aspecto novedoso de su
propuesta.

Teniendo en cuenta que la iteración del método de Newton dada por la Ecuación (2.28)
es equivalente a (2.29) y a partir de la forma general del operador L dada en (2.11),
utilizaremos L(Xk, Sk) en lugar de F ′(Xk)Sk. Aśı, consideramos la iteración (3.1) con
el supuesto de que en cada iteración AkSk aproxima a L(Xk, Sk) con lo cual, obtenemos
el siguiente algoritmo secante para resolver el problema (2.10).

Algoritmo 3.1 (Algoritmo secante ). Dadas las matrices X−1 y X0, definimos

S−1 = X0−X−1, Y−1 = F (X0)−F (X−1) y A0 como la solución del sistema matricial

A0S−1 = Y−1.

Para k = 0, 1, . . . , las matrices Xk+1, Sk, Yk y Ak+1 son generadas como sigue

AkSk = −F (Xk) (3.3)

Xk+1 = Xk + Sk (3.4)

Yk = F (Xk+1)− F (Xk)

Ak+1Sk = Yk. (3.5)

El Algoritmo 3.1 calcula la matriz Sk resolviendo el sistema de ecuaciones lineales
dado por la ecuación (3.3). Como podemos observar en este algoritmo, en cada iteración,
la actualización de la matriz Ak, denotada Ak+1, debe satisfacer la ecuación secante

matricial, en cuyo caso la matriz Sk debe ser no singular. Además, dicha actualización
se calcula en forma única mediante la Ecuación (3.5). Aśı, en cada iteración, el conjunto
de todas las matrices que satisfacen la ecuación secante (descrito en el Caṕıtulo 2)

V = V (Xk, Xk+1) =
{

B ∈ C
n×n : B (Xk+1 −Xk) = F (Xk+1)− F (Xk)

}

, (3.6)

es unitario: su único elemento es la matriz Ak+1 como lo garantiza el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Si para todo k = 0, 1, 2, . . . , la matriz Xk+1−Xk es no singular, entonces

el conjunto V definido por (3.6) es unitario.
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Demostración. Para todo k = 0, 1, 2, . . . , consideremos las matrices

Sk = Xk+1 −Xk y Yk = F (Xk+1)− F (Xk).

Dado que la matriz Sk es no singular, entonces existe la matriz Yk S
−1
k para todo

k = 0, 1, 2, . . . , es decir V es un conjunto no vaćıo.

Sean B1 y B2 matrices que pertenecen al conjunto V, entonces tenemos que

B1Sk = Yk y B2Sk = Yk,

de ah́ı que

B1Sk = B2Sk, k = 0, 1, 2, . . . (3.7)

como la matriz Sk es no singular entonces, multiplicando la ecuación (3.7) por S−1
k , se

obtiene que B1 = B2. Por lo tanto, el conjunto V es unitario. z

Aśı, para encontrar la matriz en el conjunto V más próxima a Ak, como se requiere
en los métodos secantes de cambio mı́nimo (Caṕıtulo 2 ), no es necesario calcular
expĺıcitamente su proyección ortogonal sobre dicho conjunto. Dado que V es unitario,
la proyección ortogonal de Ak sobre V es su único elemento. En otras palabras, la
matriz de cambio mı́nimo buscada es la única solución de la ecuación secante matricial

(3.5). Por lo tanto el Algoritmo 3.1 es un algoritmo secante de cambio mı́nimo.

A continuación, presentamos las hipótesis locales bajo las cuales desarrollamos la teoŕıa
de convergencia local del Algoritmo 3.1. Estas hipótesis son hipótesis estándar análogas
a las utilizadas para demostrar convergencia de métodos secantes clásicos en el caso
vectorial [15].

3.1. Hipótesis

H1. F : Cn×n −→ Cn×n es Fréchet diferenciable en un conjunto D ⊂ Cn×n abierto
y convexo.

H2. Existe X∗ ∈ D tal que F (X∗) = O.

H3. F ′ es localmente Lipschitz continua en un entorno de X∗ ; es decir, existen números
positivos γ y r tales que

‖F ′(X)− F ′(X∗)‖ ≤ γ ‖X −X∗‖ ,

para todo X que pertenezca a un entorno de radio r alrededor de X∗, denotado
por N (X∗, r) ⊂ D, donde ‖ · ‖ denota una norma matricial inducida en Cn×n.
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H4. La matriz L(X∗, S) es no singular y existe β > 0 tal que
∥

∥L(X∗, S)
−1
∥

∥ ≤ β.

3.2. Resultados de convergencia

A manera de preliminar, en el Lema 3.1 presentamos un resultado del álgebra lineal
numérica, el cual da una condición suficiente para la no singularidad de una matriz de
tamaño n×n y una cota para la inversa de dicha matriz. Este resultado será de utilidad
en la demostración del Teorema 3.2.

Lema 3.1 (Lema de Banach). Sean ‖ · ‖ una norma matricial inducida en Cn×n y

A, B ∈ Cn×n. Si A es no singular y ‖In − A−1B‖ < 1 entonces B es no singular y

∥

∥B−1
∥

∥ ≤
‖A−1‖

1− ‖In − A−1B‖
·

Demostración. Ver [15][22][23]. z

A continuación, presentamos algunos resultados útiles para probar la convergencia local
y superlineal del Algoritmo 3.1.

Lema 3.2. Sea F : Cn×n −→ Cn×n una función que satisface las hipótesis H1 a H3,
entonces la aplicación L satisface la siguiente desigualdad

‖L(X,S)− L(X∗, S)‖ ≤ γ ‖X −X∗‖ ‖S‖ .

Demostración. Para X ∈ N (X∗, r), S ∈ Cn×n y ‖ · ‖ una norma matricial, de la defi-
nición de la aplicación L dada por (2.11), teniendo en cuenta que L(X,S) = F ′(X)S y
de la hipótesis H3, se obtiene

‖L(X,S)− L(X∗, S)‖ = ‖F ′(X)S − F ′(X∗)S‖

≤ ‖F ′(X)− F ′(X∗)‖ ‖S‖

≤ γ ‖X −X∗‖ ‖S‖ . z

El siguiente Lema garantiza que si las aproximaciones a L(X∗, S) empeoran, entonces es-
to ocurre en forma controlada. Este resultado es análogo al de deteriorización controlada

que ocurre en el caso vectorial [36][37][38].
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Lema 3.3. Supongamos las hipótesis H1 a H3 se verifican y sean A+ ∈ Cn×n la única

matriz en el conjunto V (X, Y ) y A ∈ Cn×n una matriz que satisface AS = −F (X)
con S = Y −X. Entonces, existe una constante positiva c tal que

‖A+S − L(X∗, S)‖ ≤ ‖AS − L(X∗, S)‖+ c ‖Y −X∗‖ . (3.8)

Demostración. Usando las hipótesis H2, A+ ∈ V (X, Y ), AS = −F (X) y la desigual-
dad triangular, obtenemos

‖A+S − L(X∗, S)‖ = ‖A+(Y −X)− L(X∗, Y −X)‖

= ‖F (Y )− F (X)− L(X∗, Y −X)‖

= ‖F (Y ) + A(Y −X)− L(X∗, Y −X)‖

≤ ‖F (Y )− F (X∗)‖+ ‖A(Y −X)− L(X∗, Y −X)‖ . (3.9)

• Por la hipótesis H1, tenemos que

F (Y ) = F (X∗) + L(X∗, Y −X∗) +R(Y −X∗), (3.10)

donde

ĺım
‖Y−X∗‖→0

‖R(Y −X∗)‖

‖Y −X∗‖
=0, (3.11)

es decir, para ρ > 0 existe ǫ > 0 tal que si ‖Y −X∗‖ < ǫ entonces

‖R(Y −X∗)‖ < ρ ‖Y −X∗‖ . (3.12)

• La aplicación L es acotada ya que su dominio es de dimensión finita [32], por lo tanto,
existe k1 > 0 tal que

‖L(X∗, Y −X∗)‖ ≤ k1 ‖Y −X∗‖ . (3.13)

Usando (3.10), (3.12) y (3.13) en (3.9), obtenemos

‖A+S − L(X∗, S)‖ ≤ ‖L(X∗, Y −X∗)‖+ ‖R(Y −X∗)‖+ ‖A(Y −X)− L(X∗, Y −X)‖

≤ c ‖Y −X∗‖+ ‖A(Y −X)− L(X∗, Y −X)‖ , (3.14)

donde c = k1 + ρ.

Por lo tanto, existe una constante positiva c tal que:

‖A+S − L(X∗, S)‖ ≤ ‖AS − L(X∗, S)‖+ c ‖Y −X∗‖ . z
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El Lema anterior es útil para demostrar que la sucesión {Xk} generada por (3.4) converge
local y linealmente a X∗, lo cual es garantizado en el siguiente Teorema.

Teorema 3.2. Supongamos las hipótesis H1 a H4. Existen constantes positivas ǫ y δ
tales que si ‖X0 −X∗‖ ≤ ǫ y ‖A0S0 − L(X∗, S0)‖ ≤ δ entonces la sucesión {Xk}
generada por el Algoritmo 3.1 está bien definida y converge linealmente a X∗.

Demostración. Sean ‖ · ‖ una norma matricial, β la constante dada por la hipótesis
H4, c la constante dada en (3.8), L∗ = L(X∗, Sk), Ek = Xk −X∗ y sean ǫ y δ tales
que

12 β δ ≤ 1 (3.15)

2 c ǫ ≤ δ. (3.16)

Para la escogencia de ǫ hacemos las siguientes consideraciones. Para i ∈ N tenemos que

• De (2.12), tenemos que para ρ0 <
δ

‖E0‖
, existe ǫ0 > 0 tal que si ‖Si‖ < ǫ0 entonces

‖R(Si)‖ < ρ0 ‖Si‖ . (3.17)

• Por la continuidad de la función F, para ρ1 < δ, existe ǫ1 > 0 tal que si ‖Si‖ < ǫ1
entonces

‖F (X∗ + Si)− F (X∗)‖ ≤ ρ1. (3.18)

En forma análoga, para ρ2 < δ, existe ǫ2 > 0 tal que si ‖Ei‖ < ǫ2 entonces

‖F (Xi)− F (X∗)‖ ≤ ρ2. (3.19)

Luego, escogemos

ǫ = mı́n {ǫ, ǫ0, ǫ1, ǫ2} . (3.20)

Para demostrar que la sucesión {Xk} generada por el Algoritmo 3.1 converge lineal-
mente a X∗, demostraremos por inducción que

‖AkSk − L(X∗, Sk)‖ ≤
(

2− 2−k
)

δ, (3.21)

‖Xk+1 −X∗‖ ≤
1

2
‖Xk −X∗‖ . (3.22)

para todo k = 0, 1, 2, . . .



19

i) Para k = 0, la desigualdad (3.21) es inmediata ya que

‖A0S0 − L(X∗, S0)‖ ≤ δ =
(

2− 20
)

δ. (3.23)

La demostración de (3.22) es idéntica a la prueba en el paso de inducción, por ello
la omitimos aqúı.

ii) Hipótesis inductivas. Supongamos que (3.21) y (3.22) se cumplen para k = 0, 1, . . . ,
i− 1

iii) Paso de inducción. Probemos que (3.21) y (3.22) se cumplen para k = i.

De la propiedad de deteriorización (3.8) y de las hipótesis inductivas, tenemos que

‖AiSi − L(X∗, Si)‖ ≤
(

2− 2−(i−1)
)

δ + c ‖Xi−1 −X∗‖ (3.24)

y

‖Xi−1 −X∗‖ ≤
1

2
‖Xi−2 −X∗‖ ≤

(

1

2

)i−1

‖X0 −X∗‖ ≤ 2−(i−1) ǫ (3.25)

Sustituyendo (3.25) en (3.24), usando (3.20) y (3.16) tenemos

‖AiSi − L(X∗, Si)‖ ≤
(

2− 2−(i−1)
)

δ + c 2−(i−1) ǫ

≤
(

2− 2−(i−1)
)

δ + c 2−(i−1) ǫ

=
(

2− 2−(i−1)
)

δ + 2−i 2 c ǫ

≤
(

2− 2−(i−1) + 2−i
)

δ =
(

2− 2−i
)

δ

Por lo tanto,

‖AiSi − L(X∗, Si)‖ ≤
(

2− 2−i
)

δ. (3.26)

Para demostrar (3.22), debemos mostrar primero que la matriz AkSk es no sin-
gular, con lo cual el Algoritmo 3.1 está bien definido. Para ello, por la hipótesis
H4, (3.15) y (3.26) tenemos

∥

∥In − L(X∗, Si)
−1AiSi

∥

∥ =
∥

∥L(X∗, Si)
−1L(X∗, Si)− L(X∗, Si)

−1AiSi

∥

∥

≤
∥

∥L(X∗, Si)
−1
∥

∥ ‖L(X∗, Si)− AiSi‖

≤ β
(

2− 2−i
)

δ ≤ 2 βδ ≤
1

6
· (3.27)
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Por el Lema de Banach, concluimos que la matriz AiSi es no singular y por lo
tanto, las matrices Ai y Si son no singulares. Además,

∥

∥(AiSi)
−1
∥

∥ ≤
β

1− 1
6

=
6

5
β. (3.28)

Aśı, Xi+1 está bien definido. Sumando a ambos lados de la ecuación (3.4) la
matriz −X∗, sustituyendo Si por −A−1

i F (Xi) y mediante algunas operaciones
algebraicas, obtenemos,

Ei+1 = Xi −X∗ −A−1
i F (Xi)

= InEi − A−1
i F (Xi)

= (AiSi)
−1AiSi(Ei)− (AiSi)

−1L∗Ei + (AiSi)
−1L∗Ei (3.29)

− (AiSi)
−1F (X∗ + Si)Ei + (AiSi)

−1F (X∗ + Si)Ei − A−1
i F (Xi).

En la igualdad anterior, aplicamos una norma matricial, algunas de sus propie-
dades, sumamos F (X∗) = O, usamos la desigualdad ‖Si‖ ≤ ‖Ei+1‖ + ‖Ei‖ y
obtenemos la siguiente desigualdad

‖Ei+1‖ ≤
∥

∥(AiSi)
−1
∥

∥

[

‖AiSi − L∗‖+ ‖L∗ − F (X∗ + Si) + F (X∗)‖

]

‖Ei‖

+
∥

∥(AiSi)
−1F (X∗ + Si)Ei − SiS

−1
i A−1

i F (Xi)
∥

∥

≤
∥

∥(AiSi)
−1
∥

∥

[

‖AiSi − L∗‖+ ‖R(Si)‖+ ‖F (X∗ + Si)− F (X∗)‖

]

‖Ei‖

+
∥

∥(AiSi)
−1
∥

∥ ‖F (Xi)− F (X∗)‖ ‖Si‖ (3.30)

≤
∥

∥(AiSi)
−1
∥

∥

[

‖AiSi − L∗‖+ ‖R(Si)‖+ ‖F (X∗ + Si)− F (X∗)‖

]

‖Ei‖

+
∥

∥(AiSi)
−1
∥

∥ ‖F (Xi)− F (X∗)‖ ‖Ei‖+
∥

∥(AiSi)
−1
∥

∥ ‖F (Xi)− F (X∗)‖ ‖Ei+1‖ .

Luego, usando (3.17), (3.18), (3.19), (3.32), las hipótesis inductivas (3.21) y (3.22)
en (3.30) tenemos:
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‖Ei+1‖ ≤
6

5
β

[

(

2− 2−i
)

δ + ρ0 ‖Si‖+ ρ1 + ρ2

]

‖Ei‖+
6

5
β ρ2 ‖Ei+1‖

≤
6

5
β

[

2 δ − 2−iδ + ρ0 ‖Ei‖+ ρ1 + ρ2

]

‖Ei‖+
6

5
β

[

ρ0 ‖Ei‖+ ρ2

]

‖Ei+1‖

≤
6

5
β

[

2 δ − 2−iδ + ρ0 2
−i ‖E0‖+ ρ1 + ρ2

]

‖Ei‖+
6

5
β

[

ρ0 2
−i ‖E0‖+ ρ2

]

‖Ei+1‖

≤
6

5
β δ [2 + 1 + 1] ‖Ei‖+

6

5
β δ [2] ‖Ei+1‖

≤
2

5
‖Ei‖+

1

5
‖Ei+1‖ (3.31)

haciendo operaciones algebraicas en la desigualdad (3.30), se concluye que

‖Ei+1‖ ≤
1

2
‖Ei‖ (3.32)

equivalentemente, ‖Xi+1 −X∗‖ ≤
1

2
‖Xi −X∗‖ .

Con lo cual, la sucesión {Xk} converge linealmente a X∗. z

A continuación, presentamos un teorema análogo al teorema condición de Dennis-

Moré [16], el cual da una condición suficiente para convergencia local superlineal de un
algoritmo cuasi Newton.

Teorema 3.3 (Condición tipo Dennis-Moré ). Sea D ∈ Cn×n un conjunto abierto

y convexo para el cual son válidas las hipótesis H1 a H4. Sea {Ak} la sucesión de

matrices generadas por (3.5) y supongamos que para alguna matriz X0 ∈ D, la sucesión

de matrices {Xk} generada por (3.4) satisface que ĺım
k→∞

Xk = X∗. Si

ĺım
k→∞

‖AkSk − L(X∗, Sk)‖

‖Sk‖
= 0, (3.33)

donde Sk = Xk+1 −Xk, entonces la sucesión {Xk} converge superlinealmente a X∗.

Demostración. Denotemos L∗ = L(X∗, Sk), Lk = L(Xk, Sk) y Ek = Xk −X∗.



22

De (3.3), tenemos

O = AkSk − F (Xk)

= AkSk − L∗ + F (Xk) + L∗,

sumando −F (Xk+1) en ambos lados de la igualdad anterior, obtenemos

−F (Xk+1) = AkSk − L∗ + [−F (Xk+1) + F (Xk) + L∗] , (3.34)

aplicando la desigualdad triangular, algunas operaciones algebráicas y el Lema 3.2,
obtenemos

‖F (Xk+1)‖

‖Sk‖
≤
‖AkSk − L∗‖

‖Sk‖
+
‖−F (Xk+1) + F (Xk) + L∗‖

‖Sk‖

=
‖AkSk − L∗‖

‖Sk‖
+
‖−Lk + L∗ − R(Sk)‖

‖Sk‖

≤
‖AkSk − L∗‖

‖Sk‖
+
‖L∗ − Lk‖+ ‖R(Sk)‖

‖Sk‖

≤
‖AkSk − L∗‖

‖Sk‖
+ γ ‖Ek‖+

‖R(Sk)‖

‖Sk‖
· (3.35)

Analizando el lado de derecho de la desigualdad (3.35) tenemos que, por (3.33), el primer
término tiende a cero. Por hipótesis, ĺım

k→∞
Xk = X∗ entonces el segundo término tiende

a cero y, por (2.12), el último término también tiende a cero, con lo cual

ĺım
k→∞

‖F (Xk+1)‖

‖Sk‖
= 0. (3.36)

Por la continuidad de la función F, tenemos que

ĺım
k→∞

F (Xk+1) = F (X∗) = O.

Después de realizar algunas operaciones algebraicas, usando propiedades de la norma
matricial y de (2.11)
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‖F (Xk+1)‖ = ‖F (Xk+1)− F (X∗)‖

= ‖L(X∗, Ek+1) + F (Xk+1)− F (X∗)− L(X∗, Ek+1)‖

≥ ‖L(X∗, Ek+1)‖ − ‖F (Xk+1)− F (X∗)− L(X∗, Ek+1)‖

≥
1

‖L(X∗, Ek+1)−1‖
− ‖R(Ek+1)‖ . (3.37)

Por la hipótesis H4, tenemos que ‖L(X∗, Ek+1)
−1‖ < β. Por otro lado, en el Teorema

3.2 demostramos que la sucesión {Xk} satisface que ‖Ek+1‖ ≤
1
2
‖Ek‖ para todo

k = 0, 1, . . . . Aśı que

‖Ek+1‖ ≤ ‖Ek‖ ≤ · · · ≤ ‖E0‖ . (3.38)

Equivalentemente,

1

‖Ek+1‖
≥

1

‖Ek‖
≥ · · · ≥

1

‖E0‖
(3.39)

y de (2.12), tenemos que para ρ <
1

β ‖E0‖
existe ǫ > 0 tal que si ‖Ek+1‖ < ǫ

entonces ‖R(Ek+1)‖ < ρ ‖Ek+1‖ . Aśı, usando (3.39) en (3.37), tenemos

‖F (Xk+1)‖ ≥
1

β
− ρ ‖Ek+1‖

=

[

1

β ‖Ek+1‖
− ρ

]

‖Ek+1‖

≥

[

1

β ‖E0‖
− ρ

]

‖Ek+1‖

= α ‖Ek+1‖ , (3.40)

donde α =

(

1

β ‖E0‖
− ρ

)

> 0. Combinando (3.36) y (3.40),
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0 = ĺım
k→∞

‖F (Xk+1)‖

‖Sk‖
≥ ĺım

k→∞

α ‖Ek+1‖

‖Sk‖

= α ĺım
k→∞

‖Ek+1‖

‖Ek+1 − Ek‖
≥ α ĺım

k→∞

‖Ek+1‖

‖Ek+1‖+ ‖Ek‖

= α ĺım
k→∞

‖Ek+1‖

‖Ek‖
‖Ek+1‖

‖Ek‖
+ 1

lo cual implica que

ĺım
k→∞

‖Ek+1‖

‖Ek‖
= 0.

Por lo tanto, si (3.33) se satisface entonces la sucesión {Xk} converge superlinealmente
a X∗. z

A continuación, presentamos un resultado útil para demostrar que el Algoritmo 3.1
satisface la condición tipo Dennis-Moré dada por (3.33).

Lema 3.4. Supongamos las hipótesis H1 a H4, las sucesiones {Xk} y {Ak} generadas

por (3.4) y (3.5), respectivamente y que ĺım
k→∞

Xk = X∗. Entonces

ĺım
k→∞

‖Ak+1Sk − L(X∗, Sk)‖

‖Sk‖
= 0. (3.41)

Demostración. Por el Teorema 3.1, la matriz Ak+1 es la única matriz que satisface la

ecuación secante matricial

Ak+1Sk = Yk =F (Xk+1)− F (Xk). (3.42)

Por la hipótesis H1,

F (Xk+1) =F (Xk) + L(Xk, Sk) +R(Sk), (3.43)

donde

ĺım
‖Sk‖→0

‖R(Sk)‖

‖Sk‖
=0. (3.44)



25

Usando las ecuaciones (3.42), (3.43) y (3.44), algunas manipulaciones algebraicas, la
desigualdad triangular y el Lema 3.2 obtenemos

‖Ak+1Sk − L(X∗, Sk)‖ = ‖F (Xk+1)− F (Xk)− L(X∗, Sk)‖

= ‖L(Xk, Sk)− L(X∗, Sk) +R(Sk)‖

≤ ‖L(Xk, Sk)− L(X∗, Sk)‖+ ‖R(Sk)‖

≤ γ ‖Xk −X∗‖ ‖Sk‖+ ‖R(Sk)‖ , (3.45)

multiplicando la desigualdad (3.45) por ‖Sk‖
−1 tenemos

‖Ak+1Sk − L(X∗, Sk)‖

‖Sk‖
≤ γ ‖Xk −X∗‖+

‖R(Sk)‖

‖Sk‖
· (3.46)

Dado que, ĺım
k→∞

Xk = X∗ entonces ĺım
k→∞
‖Xk −X∗‖ = 0 y ĺım

k→∞
‖Sk‖ = 0. Por lo

tanto,

ĺım
k→∞

‖Ak+1Sk − L(X∗, Sk)‖

‖Sk‖
= 0. z

Con el resultado anterior, se puede derivar una condición suficiente para garantizar con-
vergencia superlineal del Algoritmo 3.1, como se prueba en el siguiente teorema.

Teorema 3.4. Supongamos las hipótesis H1 a H4 y que las sucesiones {Xk} y {Ak}
son generadas por (3.4) y (3.5), respectivamente y que ĺım

k→∞
Xk = X∗. Si

ĺım
k→∞

‖AkSk −Ak+1Sk‖

‖Sk‖
= 0, (3.47)

entonces la sucesión {Xk} converge superlinealmente a X∗.

Demostración. Adicionando Ak+1Sk y usando la desigualdad triangular obtenemos

ĺım
k→∞

‖AkSk − L(X∗, Sk)‖

‖Sk‖
= ĺım

k→∞

‖AkSk −Ak+1Sk + Ak+1Sk − L(X∗, Sk)‖

‖Sk‖
(3.48)

≤ ĺım
k→∞

‖AkSk − Ak+1Sk‖

‖Sk‖
+ ĺım

k→∞

‖Ak+1Sk − L(X∗, Sk)‖

‖Sk‖
·
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Por el Lema 3.4,

ĺım
k→∞

‖Ak+1Sk − L(X∗, Sk)‖

‖Sk‖
= 0

y el segundo término del lado derecho de la desigualdad (3.48) es cero por la hipótesis
(3.47). Luego

ĺım
k→∞

‖AkSk − L(X∗, Sk)‖

‖Sk‖
= 0, (3.49)

esta es la condición suficiente del Teorema 3.3. Por lo tanto, la sucesión {Xk} generada
por el Algoritmo 3.1 converge superlinealmente a X∗. z

Con los resultados demostrados en este caṕıtulo tenemos que bajo las hipótesis H1
a H4, la sucesión {Xk} generada por el Algoritmo 3.1 converge localmente lineal y
superlinealmente a X∗, lo cual resumimos en el siguiente teorema.

Teorema 3.5. Supongamos las hipótesis H1 a H4 y que la sucesión {Ak} está de-

finida por (3.5). Existen constantes positivas ǫ y δ tales que si ‖X0 −X∗‖ ≤ ǫ y

‖A0S0 − L(X∗, S0)‖ ≤ δ, entonces la sucesión {Xk} generada por

Xk+1 = Xk −A−1
k F (Xk)

está bien definida y converge linealmente a X∗. Además, si

ĺım
k→∞

‖AkSk −Ak+1Sk‖

‖Sk‖
= 0

entonces la sucesión {Xk} converge superlinealmente a X∗.

Demostración. Es una aplicación directa de los Teoremas 3.2, 3.3 y 3.4. z



CAPÍTULO 4

PRUEBAS NUMÉRICAS

En este caṕıtulo, exploramos numéricamente el comportamiento local del método secante

de cambio mı́nimo estudiado teóricamente en el Caṕıtulo 3. Para ello, consideramos un
problema que guarda una estrecha relación con la llamada función cuadrática matricial

y el cual es conocido como el problema de los valores propios cuadrático [26][27][50].

En particular, las frecuencias y los modos naturales de una estructura son la solución de
un problema de valores propios que es cuadrático cuando los efectos de amortiguamiento
se incluyen en el modelo [50]. Los modos naturales de vibración de un sistema son los
posibles movimientos armónicos que pueden tener lugar en el sistema en condiciones de
excitación nula. La frecuencia natural de una estructura es la frecuencia con la cual ella
vibra. Similitud entre frecuencias y modos puede ocasionar graves problemas prácticos.
Este fenómeno se presentó en el puente del ŕıo Támesis, conocido como el puente del

milenio [50] cuando en su inauguración (junio de 2000) las fuerzas externas generadas por
el movimiento sincronizado de los asistentes y la acción probable de los fuertes vientos,
produjeron similitud entre los modos naturales de vibración de la estructura del puente
y la frecuencia de los pasos de los peatones.

Otras aplicaciones del problema de los valores propios cuadrático son: análisis dinámi-

co de mecánica estructural y sistemas acústicos, simulación de un circuitos eléctricos,

mecánica de fluidos, procesamiento de señales, problema de vibración y modelamiento de

sistemas mecánicos microelectrónicos [11][12][33][47].

27
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Un excelente resumen sobre el problema de los valores propios cuadrático se presenta en
[50], en él, los autores incluyen numerosas aplicaciones con su motivación, caracteŕısticas,
resultados teóricos y detalles algoŕıtmicos.

A continuación, hacemos una breve descripción teórica del problema de los valores propios

cuadrático motivada a partir de la función cuadrática matricial (2.24). Posteriormente,
aplicamos el Algoritmo 3.1 para calcular los valores propios en tres casos particulares
incluyendo un problema de aplicación conocido como un sistema masa-resorte amorti-

guador.

4.1. El problema de los valores propios cuadrático

El problema de encontrar los ceros de una función cuadrática matricial consiste en
encontrar una matriz X ∈ Cn×n tal que

Q(X) = AX2 +BX + C = O. (4.1)

Este problema surge en teoŕıa de control [13][26].

Una solución X del problema (4.1) se llama un solvente [2][18][26][33][50]. Un aspecto
importante sobre la existencia de solventes es que el Teorema Fundamental del Algebra

no se extiende a polinomios matriciales. Tal es el caso de la ecuación cuadrática matricial

X2 = A, (4.2)

la cual, si A es singular, no siempre tiene solución [29].

En el caso que los solventes existan, una pregunta natural que surge al estudiar la

ecuación cuadrática matricial es ¿existe una fórmula cerrada para los solventes tal
como sucede con la fórmula cuadrática escalar? La respuesta es afirmativa sólo cuando
A = In , las matrices B y C conmutan y la ráız cuadrada de B2 − 4C existe, en este
caso, la solución está dada por la matriz

X =
1

2

[

−B + (B2 − 4C)1/2
]

, (4.3)

donde (B2 − 4C)1/2 denota la ráız cuadrada matricial de B2 − 4C [27].

El problema (4.1) es una de las ecuaciones no lineales matriciales más sencillas. Una
completa carecterización de sus soluciones en términos de la generalización de la des-

composición de Schur se presenta en [26]. En dicho trabajo, se describen y comparan
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varias técnicas numéricas de solución y a partir de trabajos anteriores, se realiza el pro-
ceso de generalización y unificación para obtener nuevos resultados.

En [27], los autores proponen el método de Newton con búsqueda lineal exacta para
resolver el problema (4.1) basados en el hecho de que la incorporación de una estrategia
de búsqueda lineal [15][43] tiene bajo costo computacional y mejora el desempeño del
método, tanto en la teoŕıa como en la práctica.

En gran parte, el estudio del problema (4.1) ha sido motivado por el problema conocido
como el problema de los valores propios cuadrático que consiste en encontrar escalares
λ y vectores no nulos x y y ∈ Cn, tales que

Q(λ)x =
(

λ2A+ λB + C
)

x = 0, (4.4)

y ∗Q(λ) = y∗
(

λ2A+ λB + C
)

= 0, (4.5)

donde x y y son los vectores propios derecho e izquierdo, respectivamente, de la matriz
Q(λ) correspondientes al valor propio λ. En este contexto, la matriz

Q(λ) = λ2A+ λB + C, (4.6)

cuyas componentes son polinomios en λ de grado menor o igual a 2, es conocida como
una matriz λ [2][18][50]. Algunas de sus caracteŕısticas son las siguientes:

El espectro de Q(λ) es el conjunto

σ (Q(λ)) = {λ ∈ C : det [Q(λ)] = 0} . (4.7)

Cuando el determinante de Q(λ) no es igual a cero para todos los valores de λ,
la matriz Q(λ) es llamada regular; en otro caso, es llamada no regular.

El polinomio caracteŕıstico de Q(λ), denotado por det [Q(λ)] , está dado por

det [Q(λ)] = det(A)λ2n + términos de grado inferior. (4.8)

Si la matriz A es no singular, Q(λ) es regular y el polinomio caracteŕıstico de
Q(λ) tiene grado 2n , con lo cual se tiene 2n valores propios finitos [50].

Si A es singular ( det(A) = 0 ), el polinomio carácteŕıstico tiene grado r,
con r < 2n. En este caso, Q(λ) tiene r valores propios finitos a los cua-
les se le adicionan 2n − r valores propios infinitos [2][50]. Los valores propios
infinitos corresponden a valores propios cero del polinomio reverso definido por
λ2Q(λ−1) = λ2C + λB + A [2][50].
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La multiplicidad algebraica de un valor propio λ es la multiplicidad de λ como
ráız del polinomio caracteŕıstico y la multiplicidad geométrica de λ es la dimensión
del núcleo de Q(λ).

Para ilustrar las dos primeras caracteŕısticas de la matriz Q(λ) presentamos el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 4.1. [Tisseur and Meerbergen 2001, pág. 256] . Consideremos el polinomio ma-

tricial cuadrático de tamaño 3× 3

Q(λ) = λ2





1 0 0
0 1 0
0 0 0



+ λ





−2 0 1
0 0 0
0 0 0



+





1 0 0
0 −1 0
0 0 1



 ,

o equivalentemente,

Q(λ) =





λ2 − 2λ+ 1 0 λ
0 λ2 − 1 0
0 0 1



 .

Como podemos observar, la matriz A es singular. Además, la matriz Q(λ) es regular

porque det [Q(λ)] = λ4 − 2λ3 + 2λ − 1 no es idénticamente cero para todos los valores

de λ. Puesto que el grado del polinomio caracteŕıstico de Q(λ) es r = 4 < 6 = 2n, la

matriz Q(λ) tiene 4 valores propios finitos y dos valores propios infinitos; en efecto,

ellos son λ1 = −1, λ2 = λ3 = λ4 = 1 y λ5 = λ6 =∞.

En lo que sigue, haremos referencia al problema (4.4) como el problema de los valores

propios cuadrático. Este problema es posible reducirlo a un problema de valores propios

generalizados, el cual consiste en encontrar escalares λ y vectores no nulos x ∈ C
n,

tales que

Ax = λBx ,

donde A,B ∈ Cn×n [52][20]. Para ello, supongamos que la matriz X es una solución de
(4.1) y mediante operaciones algebraicas, obtenemos

C = −BX − AX2

λ2A+ λB + C = −BX − AX2 − λAX + λ2A+ λB + λAX

= − [B + AX + λA]X + λ [B + AX + λA]

= − [B + AX + λA] [X − λIn] ,
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es decir,

Q(λ) = − [B + AX + λA] [X − λIn] , (4.9)

por lo tanto, los valores propios de Q(λ) son los valores propios de X junto con los del
problema de valores propios generalizado

(B + AX)x = −λAx . (4.10)

Nuestro objetivo con respecto al problema de los valores propios cuadráticos es encontrar
los valores propios de la matriz Q(λ). Este problema lo podemos abordar como la
solución de dos subproblemas:

1. Encontrar una solución del Problema (4.1) y de ella obtener sus valores propios.

2. Encontrar los valores propios de las matrices (B + AX) y −A, donde X es la
matriz solución del subproblema anterior.

4.2. Algoritmos

A continuación y para mayor claridad incluimos el algoritmo del método secante matricial

de cambio mı́nimo, Algoritmo 4.1, estudiado teóricamente en el Caṕıtulo 3, el cual
usaremos para resolver el subproblema 1. Una ampliación de este algoritmo,Algoritmo
4.2, nos permitirá resolver el subproblema 2 y aśı resolver el problema de los valores

propios cuadrático, en lo que al cálculo de los valores propios de Q(λ) se refiere.

Algoritmo 4.1. Dadas las matrices X−1, X0 ∈ Cn×n.

Definimos S−1 = X0 −X−1.

Definimos Y−1 = F (X0)− F (X−1).

Resolvemos A0S−1 = Y−1 para A0.

Para k = 0, 1, . . . ,

Resolvemos AkSk = −F (Xk) para Sk.

Actualizamos Xk utilizando Xk+1 = Xk + Sk.
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Definimos Yk = F (Xk+1)− F (Xk).

Actualizamos Ak resolviendo Ak+1Sk = Yk para Ak+1.

k ← k + 1.

fin.

El Algoritmo 4.2 es un algoritmo h́ıbrido que usa el Algoritmo 4.1 siendo F, la
función cuadrática matricial (2.24) para obtener un solvente de la Ecuación (4.1) y dos
sentencias de Matlab

r : la primera para encontrar los valores propios del solvente
hallado y la segunda para encontrar los valores propios generalizados de las matrices
(B + AX) y −A .

Algoritmo 4.2. Dadas las matrices X−1, X0 ∈ Cn×n.

P.1: Calculamos S−1.

P.2: Encontramos la solución W0 del sistema

W0S−1 = A
(

X2
0 −X2

−1

)

.

P.3: Calculamos A0 = W0 +B.

P.4: Para k = 0, 1, . . . ,

Mientras Res(Xk) ≤ n ∗ eps y k < N

P.5: Resolvemos AkSk = −F (Xk) para Sk.

P.6: Actualizamos Xk usando Xk+1 = Xk + Sk.

P.7: Encontramos la solución Wk+1 del sistema

Wk+1Sk = A
(

X2
k+1 −X2

k

)

.

P.8: Actualizamos Ak utilizando Ak+1 = Wk+1 +B.

P.9 k ← k + 1

P.10: Hallamos los valores propios de la solución X∗ obtenida en los pasos anteriores,

usando la sentencia de Matlab
r

eig(X∗).

P.11. Definimos la matriz D = B + AX∗.
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P.12: Hallamos los valores propios generalizados de (4.10) usando la sentencia deMatlab
r

eig(D,−A).

fin.

Es importante mencionar sobre la inclusión de algunas variables en el Algoritmo 4.2.
En el paso P.2, encontramos la matriz W0 que resulta de lo siguiente:

A0S−1 = F (X0)− F (X−1)

= A(X2
0 −X2

−1) +B(X0 −X−1),

pero S−1 = X0−X−1 entonces A0 = A(X2
0−X

2
−1)(S−1)

−1+B. Aśı, definiendo la matriz
W0 = A(X2

0 −X2
−1)(S−1)

−1 tenemos que

W0S−1 = A
(

X2
0 −X2

−1

)

y por lo anterior, en el paso P.3 definimos A0 = W0+B. En forma análoga, se obtienen
las variables Wk+1 y Ak+1, respectivamente, en los pasos P.7 y P.8.

Escribimos los códigos de los algoritmos y de las funciones de prueba en Matlab
r y

realizamos los experimentos numéricos en un computador Intel (R) Core (TM) i5-3450
de 2.8 GHz.

En las pruebas numéricas, consideramos las matrices iniciales y el criterio de parada
utilizados en [26][41][50], a saber: X−1 = 0.1In y X0 = βIn; adicionalmente, usamos
X0 = 10rIn para algunos valores particulares de r. En este contexto, In denota la matriz
identidad de orden n y β es una constante dada por

β =
‖B‖F +

√

‖B‖2F + 4 ‖A‖F ‖C‖F

2 ‖A‖F

donde ‖ · ‖F denota la norma matricial de Frobenius [26][41]. Para el criterio de parada,
definimos

Res(Xk) =
‖Q(Xk)‖

‖A‖F ‖Xk‖
2
F + ‖B‖F ‖Xk‖F + ‖C‖F

(4.11)

y declaramos convergencia si Res(Xk) < n ∗ eps, donde eps denota el épsilon de la
máquina, que en nuestro caso, corresponde a eps = 2.22044604925031× 10−16. Decla-
ramos divergencia, si el número de iteraciones es mayor que 200.
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4.3. Pruebas numéricas

A continuación, usamos el Algoritmo 4.2 para resolver el problema de valores propios

cuadrático en tres casos particulares.

Los resultados obtenidos los presentamos en tablas, cada una de las cuales tiene tres
columnas con la siguiente información: la primera (X0) indica la matriz inicial utilizada;
la segunda (MS) indica el número de iteraciones utilizado por el Algoritmo 4.2 y la
tercera columna (ResMS(Xk)) hace referencia al criterio de parada del Algoritmo 4.2.

1. Problema 1 [26]. Calcular los valores propios de Q(λ), si

Q(X) = X2 +X + C = O, (4.12)

donde

C =

[

−2 −1
0 −2

]

.

La Ecuación (4.12) tiene dos los solventes:

X1
∗ =

[

−2 −1/3
0 −2

]

y X2
∗ =

[

1 1/3
0 1

]

.

En la Tabla 4.1 presentamos los resultados obtenidos con el Algoritmo 4.2. Ob-
servamos que para las diferentes matrices iniciales la convergencia se obtiene prac-
ticamente en el mismo número de iteraciones. La solución obtenida al subproblema
1 es el solvente X2

∗ cuyos valores propios λ1 = λ2 = 1.

La solución al subproblema 2 son los valores propios λ3 = λ4 = −2. Por lo tanto,
los valores propios de Q(λ) son λ1 = λ2 = 1 y λ3 = λ4 = −2.

X0 MS ResMS(Xk)

βI2 8 2.76162288449527e-017

10I2 10 0.0

104I2 11 2.76162288449527e-017

105I2 11 8.28486865348581e-017

1018I2 11 3.13660064934264e-016

1020I2 11 3.13660064934264e-016

Tabla 4.1: Problema 1 usando el Algoritmo 4.2.
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2. Problema 2 [14]. Calcular los valores propios de Q(λ), si

Q(X) = AX2 +BX + C = O, (4.13)

donde

A =

[

1 0
0 1

]

, B =

[

1 0
0 1

]

y C =

[

−6 −5
0 −6

]

.

La Ecuación (4.13) tiene dos solventes:

X1
∗ =

[

2 1
0 2

]

y X2
∗ =

[

−3 1
0 −3

]

.

Los resultados que obtuvimos al aplicar el Algoritmo 4.2 a este problema, los
presentamos en la Tabla 4.2. Al igual que en el Problema 1, consideramos di-
versas matrices iniciales. A partir de estas matrices, la convergencia se obtiene en
pocas iteraciones.

La solución obtenida al subproblema 1 es el solvente

X1
∗ =

[

2 1
0 2

]

,

con valores propios λ1 = λ2 = 2 y la solución al subproblema 2 son los valores
propios λ3 = λ4 = −3. Por lo tanto los valores propios de Q(λ) son λ1 = λ2 = 2
y λ3 = λ4 = −3.

X0 MS ResMS(Xk)

βI2 8 0.0

10I2 10 3.31169876707525e-017

106I2 12 0.0

1013I2 12 0.0

1016I2 10 5.85809908833784e-017

1018I2 13 0.0

Tabla 4.2: Problema 2 usando el Algoritmo 4.2.
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3. Problema 3 [41][26][49]. Sistema masa-resorte amortiguador conectado.

Figura 4.1: Sistema masa-resorte amortiguador conectado.

En este problema se considera un sistema masa-resorte amortiguador [51] donde
la masa i-ésima de peso mi está conectada a su (i+1) vecino por un resorte y un
amortiguador con constantes κi y di, respectivamente. la masa i-ésima también
está conectada a la tierra por un resorte y amortiguador con constantes κi y τi ,
respectivamente [41][26][49]. La vibración de este sistema está descrita por una
ecuación diferencial de segundo orden

A
d2x

dt2
+B

dx

dt
+ Cx = 0,

donde A = diag(m1, . . . , mn) es la matriz de las masas, B es la matriz de amor-

tiguación y C la matriz de rigidez; estas dos últimas son matrices tridiagonales

simétricas definidas por

B = tridiag(−τi, 3τi, −τi),

C = tridiag(−κi, 3κi, −κi).

En este problema necesitamos determinar las frecuencias de oscilación que están
definidas por los valores propios de Q(λ) donde Q(X) = AX2 +BX + C.
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En las pruebas numéricas tomamos n = 100, mi = 1, para todo i, los resor-
tes y los amortiguadores con un mismo valor constante; es decir, κi = κ = 5 y
τi = τ = 10, para todo i, excepto B(1, 1) = B(n, n) = 2τ = 20.

Como en los problemas anteriores, consideramos matrices 6 iniciales. Los resulta-
dos los presentamos en la Tabla 4.3. Debemos mencionar que para X0 = 108I100 y
X0 = 1011I100, el Algoritmo 4.2 converge en un número de iteraciones levemente
superior que para las restantes matrices iniciales.

X0 MS ResMS(Xk)

βI100 15 1.43027588604463e-014

10I100 11 1.14838579031381e-014

104I100 14 1.29922489580737e-014

108I100 17 1.60164683715926e-014

1011I100 20 1.42112824504438e-014

1016I100 12 1.94478821227708e-015

Tabla 4.3: Problema 3 usando el Algoritmo 4.2.

Cabe mencionar que un problema de valores propios cuadráticos que surge en pro-

blemas de vibraciones es sobreamortiguado si A y B son matrices simétricas y
definidas positivas, C es una matriz semidefinida positiva y

(

z TBz
)2

> 4
(

z TAz
) (

z TCz
)

(4.14)

para todo vector z no nulo [26][33].

La condición (4.14) en general no es fácil de verificar, pero esta se satisface si

λmı́n(B)2 − 4λmáx(A)λmı́n(C) > 0, (4.15)

donde λmı́n(T ) y λmáx(P ) denotan el menor y mayor valor propio de las matrices
C y P, respectivamente [26].

Con base en lo anterior, verificamos que el Problema 3 es sobreamortiguado ya
que λmı́n(B)2 − 4λmáx(A)λmı́n(C) = 0.076, con λmı́n(B) = 10, λmáx(A) = 1 y
λmáx(C) = 24.981. Además, para esta clase de problemas, los valores propios de la
matriz Q(λ) son reales no positivos y existe un vaćıo entre sus n valores propios
más grandes y sus n valores propios más pequeños [26][33]. Este es el caso de la ma-
triz Q(λ) en el problema que nos ocupa, la cual tiene sus 2n valores propios reales
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negativos que pertenecen al intervalo [−49.4850266,−0.5051036] , pero ninguno de
estos valores propios pertenecen al subintervalo (−9.4419359,−0.8640012) ; o me-
jor aún, en el intervalo [−49.4850266,−9.441936] Q(λ) tiene n valores propios y
en el intervalo [−0.8640012,−0..5051036] Q(λ) tiene los restantes n valores pro-
pios, mostrando un vaćıo en el intervalo (−9.4419359,−0.8640012) .

Para ilustrar lo anterior, realizamos 4 gráficas para algunos valores de n. En cada
gráfica, el eje horizontal representa el ı́ndice del i-ésimo valor propio de Q(λ) y el
eje vertical denota el valor propio λi (Figura 4.2).
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(d) n = 250.

Figura 4.2: Valores propios del Problema 3 para algunos valores de n.



CAPÍTULO 5

COMENTARIOS FINALES

Funciones matriciales y problemas no lineales matriciales surgen en numerosos contextos
de la ciencia y de la ingenieŕıa. Este gran número de aplicaciones ha motivado el desa-
rrollo de una teoŕıa sobre funciones matriciales que ayude en la solución de ecuaciones

matriciales no lineales.

Hasta hace poco tiempo el único método numérico para resolver ecuaciones matriciales
no lineales era el método de Newton. Recientemente se propone un método tipo secante
para resolver problemas matriciales no lineales y se presentan algunas pruebas numéricas
que muestran un buen desempeño del método y dejan el camino abierto para investigar
más al respecto [42].

En este trabajo de investigación consideramos un método tipo secante propuesto en [42],
mostramos que él es un método secante de cambio mı́nimo y bajo hipótesis estandar,
desarrollamos una teoŕıa general de convergencia para el mismo. Demostramos que este
método proporciona un algoritmo local y superlinealmente convergente.

Para contribuir con la exploración numérica del método secante mencionado en los párra-
fos anteriores, analizamos su desempeño numérico con el llamado problema de los valores

propios no lineales, en tres situaciones particulares. En los 3 casos, el método muestra
un buen desempeño numérico.

40



41

Finalmente, en búsqueda de ampliar el espectro de trabajo con respecto a problemas
matriciales no lineales pensamos que seŕıa conveniente incorporar estrategias de globa-
lización al algoritmo secante y realizar pruebas numéricas del algoritmo golobalizado
donde se involucren funciones matriciales que no se han considerado y aplicaciones a
problemas reales.
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